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CAPITULO 3. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS
ECUACIONES

INTRODUCCION

DE

Un sistema de n-ecuaciones (con coeficientes reales) en las n-incognitas X, X5,...,X,, €S un

conjunto de n ecuaciones de la forma

: fl(Xl, X2,...,xn) =
.:,- f2 (le X2,...,Xn) =
i :
% fn(Xl, X2,...,Xn) = 0
donde
fi: D ® R, D R"

X :(xl,xz,...,xn) ® fi(X):y
Sipara cada i=12,...,n, lafuncion f, es de la forma

fi(xl,xz,...,xn) = aj1Xq *+ @ 2Xo+...+ @i X, - b

(3.1)

con a;,,a;,,...,a;, Y b; constantes reales, el sistema se dice lineal (con coeficientes reales); en

cualquier otro caso el sistema se dice no-lineal.

Si C=(cy,C5,...¢) T R" es tal que f(cy,Cy....,C,) =0 para cada i=12....,n, entonces se dice que

C es una solucioén real del sistema (3.1).

El objetivo de este capitulo es estudiar algunos métodos numéricos para encontrar una solucién

real de un sistema del tipo (3.1).

3.1 SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de n-ecuaciones lineales (con coeficientes reales) en las n-incognitas Xi, Xp,..., X,

puede escribirse en la forma

1 ag1Xy TagXst+..tanX, =b;
I -

Il 6121X1 + a22X2 +.. .+612an - b2
i

tanXy + anoXat. +an X, = by,

El sistema (3.2) puede escribirse en la forma matricial equivalente AX =b con

con aj, b TR, ij=12...n (3.2
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€dn; anp 8nn Q eXp Q gbn 2]

La matriz A es llamada matriz de coeficientes del sistema, el vector columna X el vector de
incognitas y el vector b el vector de términos independientes.

Nota: Consideraremos Unicamente sistemas de ecuaciones lineales AX =b con AT R, , que
tengan solucién Gnica para cada vector bT R", es decir, con A invertible.

Los métodos numéricos que estudiaremos para la solucién de un sistema de ecuaciones lineales
se clasifican en dos tipos: directos e iterativos.

Los métodos directos nos proporcionan una solucién del sistema en un namero finito de pasos.
Si usamos aritmética finita para los calculos, obtendremos por lo general una solucién aproximada,
debido Unicamente a los errores de redondeo, puesto que no hay errores de truncamiento o de
formula. Los métodos directos méas usados tienen como base la eliminacién de Gauss.

En los métodos iterativos se parte de una aproximacion inicial a la solucion del sistema dado y se
genera, a partir de dicha aproximacién, una sucesion de vectores que si converge lo hace a la
solucion del sistema. Al igual que en el capitulo 2, tendremos féormulas para calcular los términos
de la sucesion, asi que en general no se espera calcular el limite de la sucesion, por lo que
debemos tomar alguin término de la sucesién como una solucién aproximada del sistema. Esta
vez, ademas de los errores de redondeo si se usa aritmética finita, habra errores de truncamiento o
de férmula. Los métodos iterativos mas simples y conocidos estdn basados en iteraciones de
Punto Fijo.

3.2 METODOS DIRECTOS

CASO 1: La matriz A (de coeficientes del sistema AX =b) es triangular (superior o inferior)
con todas sus componentes sobre la diagonal principal no-nulas.

Supongamos que el sistema es de la forma

a;iXy + a;pX, + tag X+ .. + Ay Xpp+ A X, =byg
Xyt .. tayixi+t .. +ayn 1 Xp 1t 8%, =by

QX + + Q- Xno1t @inX, =D

an—ln—lxn—l +an—l,nxn = bn—l

il e ] i i i —

8nnXy = bn

Como a,, * 0, entonces podemos despejar X, de la Ultima ecuacion y obtenemos
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Conocido X, , usamos la pendltima ecuacion para obtener

b,.1-an1 X
_ On. -1, n%n
Xp 1= ——————
" Q.1 n-1

Conocidos X, y X,.1, obtenemos (de la antependltima ecuacion)

bn—2 - (an— 2, n-1%Xn-1 + a,. 2, an)

an— 2,n-2

Xn—2

En general, conocidos X, Xp. 1,---sXi+1 , Obtenemos

n
o)
b - a aiX
X:L , |=n-ln- 2,...,1
a

El método anterior para determinar la soluciéon del sistema se denomina sustitucién reversiva,
regresiva o hacia atras.

Si la matriz de coeficientes del sistema es triangular inferior, para resolver el sistema podemos
proceder de manera similar al caso anterior, pero empezando por despejar X, de la primera

ecuacién. El procedimiento en este caso se denomina sustitucion progresiva o hacia adelante.

Algoritmo 3.1 (Sustitucidn regresiva) Para encontrar una solucién aproximada X de un sistema
triangular superior AX=b con A = (aij)n' | invertible.

Entrada: El orden n del sistema; los coeficientes &, i=12..,n, j=i..,n; los términos
independientes b;,, i=12,...,n.

Salida: Una solucion aproximada X :(xl,xz,...,xn) .

by
aﬂ n

Paso 1: Tomar X, =

Paso 2: Para i=n- 1n- 2,...,1, tomar
g
bi- Q aikX
k=i+l
&
Paso 3: Salida: "Una solucién aproximada del sistema es X =(x1,x2,...,xn)
Terminar.
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CASO 2: La matriz A (de coeficientes del sistema AX =Db) es tal que no se requieren
intercambios de filas para culminar con éxito la eliminacién Gaussiana.

Digamos que el sistema AX =b tiene la forma

1Ej1a5y% + -0 +agX; + 0 A X, =hy
i

iExtagXy + o tagX; + o taygX, —bz
i

i

:,E]- X o tapXg to +agX, =b;
i :
.:.Ei:ailxl o gt e +ta X, = b,
o :

T . —
tEn i@y Xt e Fag e tagX, =b,

El proceso de eliminacion Gaussiana (simple) consiste en lo siguiente:

i) Eliminamos el coeficiente de X; en cada una de las ecuaciones E,,Es,....E, para obtener un

. . 1 1 . .
sistema equivalente A( )X = b( ) , realizando las operaciones elementales

gE gal_liéEl,J@ EW, i=23...n

ii) Eliminamos el coeficiente de X, en cada una de las ecuaciones E(31),E(1) Eﬁll) , para obtener

4 1

. . 2 2 . .
un sistema equivalente A( )X = b( ) , realizando las operaciones elementales

2;(1) éeﬁox;)daa E®, i=34..n
$' &gl 5

. 1
(debe ocurrir que a(z)2 1 0).

i) En general, eliminados los coeficientes de X1,X2.---,Xj.1, eliminamos el coeficiente de X; en

cada una de las ecuaciones El YUY EL“)

[FER = PL , para obtener un sistema equivalente

A(j)X = b(j) , realizando las operaciones elementales

g | gag'jl)z ] 2

(debe ocurrir que agjj'l) 1 0).

Los nimeros
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i
=4 - 4l
m|] _a(j'l)’ J—l..-,n 1, | J+1'___’n
ji
Y a
se llaman multiplicadores (si j=1, 'é o 1y
a? a;

Tagx; +apX, + +ay X+ +ay, X, tagX, =by

i Al . walxe o sl g +allx, =bf
::I :

} agjj' 1)xj + + agf,;_l)lxn_l + agj,;l)xn = bgj'l)
i -

: a&n_'lz)n_ Xno1 t a&n_f?] Xp = b$1n_'12)
% anr—llXn :bnn— 1

el cual se resuelve por el método de sustitucién regresiva, para obtener la solucién del sistema
original.

CASO 3: La matriz A (de coeficientes del sistema AX=b) es tal que se requieren
intercambios de filas para culminar con éxito el proceso de eliminaciéon Gaussiana.

Procedemos exactamente como en el caso 2, solo que cuando encontremos agjj' 1) =0 para algin

j=12,...,n- 1 (recuerde que si j=1, agjj' Y= a(ﬁ) © a,;), continuamos de la siguiente manera:

Se busca en la j-ésima columna de A(j']) (si j=1, A(j'l) :A(O) o A) desde la fila (j+1)-ésima
hasta la n-ésima, el primer elemento distinto de cero (Por qué debe existir tal elemento?). Si
aEJTl) 1 0 es tal elemento, entonces se efectda la operacion elemental

Egj'l) « EE'l) . intercambio de las ecuaciones j-ésima y k-ésima

y se continua con el proceso de eliminacion Gaussiana.

Una vez que se ha hecho la eliminacion Gaussiana completa, se realiza la sustitucion regresiva
para obtener la solucion Unica del sistema dado.

Los procedimientos descritos anteriormente quedan incluidos en el siguiente algoritmo, en el cual

incluso la matriz A puede ser no invertible (singular) .

Algoritmo 3.2 (Eliminacién Gaussiana con sustitucion regresiva) Para obtener una solucién
aproximada X de un sistema de la forma
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I Epapx, + . +agXx, =by
Il EyanXy+ ... +aypx, =b,
P '
VEpan X+ o +ag X, =b,
Entrada: El orden n del sistema; las componentes a;, i=12..,n, j=12..,n+1 de la matriz
aumentada (A b) con @, =b;, 1=12....n.

Salida: Una solucion aproximada X =(xy,X,,...,x,) del sistema dado o un mensaje.
Paso 1: Para j=12...,n- 1, sequir los pasos 2-4 (Proceso de eliminacién):

Paso 2: Hallar el menor entero k tal que JEKEn y a;* 0 (& es el contenido en la
posicion de memoria (k,j) en ese momento).

Si no existe tal k, entonces A no es invertible, por tanto, salida: "El sistema no
tiene solucion Gnica". Terminar.

Paso 3: Siexistetalky kt j, hacer
E; « Ey (intercambio de las filas j-ésima y k-ésima)
Paso 4: Para i=j+1,...,n, seguir los pasos 5 y 6:

a;;
Paso 5: Tomar m;; =—-.
ajj
Paso 6: Efectuar (Ei - mijEj)® E;.
(Hasta aqui llega la eliminacién Gaussiana)

Paso 7: Si a,, =0, entonces, salida: "El sistema no tiene solucion Unica". Terminar.
an n+1 . . . ., .
Paso 8: Tomar x, =——— (Aqui empieza la sustitucion regresiva).
an n
Paso 9: Para i=n- 1,...1 tomar
n
o
A ne1- A RikXe

k=i+1
a

X =
ii

Paso 10: Salida: "Una solucién aproximada del sistema es X =(xg, X, ..., X,) "
Terminar.
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Hay sistemas de ecuaciones lineales, como vimos en el capitulo 1, que son sensibles a pequefios
cambios en los datos; de tales sistemas decimos que estan mal condicionados.

En la préactica, por lo general, cuando se requiere resolver un sistema AX=b, asociado con un
problema, los datos (coeficientes y términos independientes) no se conocen de manera exacta,
debido por ejemplo a errores de medicion, es decir, se dispone realmente de un sistema
perturbado. Por otra parte, aunque los datos se conozcan de manera exacta, éstos al ser entrados
al computador seran transformados (por el compilador) en nimeros de maquina, lo que sabemos
introduce errores de redondeo. En cualquier caso, interesa saber si tales errores pueden afectar
de manera significativa la solucion del problema. Una manera de estudiar estos comportamientos
es a través del nimero de condicion de la matriz de coeficientes del sistema.

3.3 SISTEMAS MAL CONDICONADOS Y NUMERO DE CONDICION DE UNA MATRIZ

Para llegar a la idea del nUmero de condiciéon de una matriz empecemos considerando el siguiente
ejemplo que muestra dos sistemas de ecuaciones lineales mal condicionados.

Ejemplo 3.1 Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

X +y=2
10.05x +10y = 21 (3-3)

—_——

| 41x+28y =41
197x+66y =97 (34)
. . L . & 200 . .
En el capitulo 1, vimos que la solucion exacta del sistema (3.3) es X, :8 185 y si cambiamos el
-18g

coeficiente 10.05 por 10.1 (un cambio relativo de aproximadamente .5%), la solucién exacta del
sistema perturbado

X +y=2

(3.3
101x+10y =21

i
i
7
~ a&00 . ) .
es X, :g 8;3 , que muestra un cambio relativo del 50% en el valor de x y de aproximadamente el

56% en el valor de y.

. . . . &.006 . . L
Analogamente, el sistema (3.4) tiene solucion exacta X2:800+ y si cambiamos el término
.0g

independiente 4.1 por 4.11 (un cambio relativo aproximado de .2% en el término independiente), la
solucién exacta del sistema perturbado

i 41x+28y=411

i _ (3.4
19.7X+6.6y =97
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~ 340 . . .
es X, = ge 972 , que muestra un cambio relativo aproximado de 66% en el valor de x.
97g

Se observa entonces que un cambio "pequefio” en uno de los datos (coeficientes y términos
independientes) ha producido un cambio "grande" en la solucién, es decir, la solucion del sistema
perturbado es "muy diferente" de la solucién del sistema original.

Los anteriores son ejemplos de problemas mal condicionados.

Un problema se dice bien condicionado si "pequefios" cambios en los datos introducen,
correspondientemente, un cambio "pequefio” en la solucién. El buen o mal condicionamiento de un
problema es inherente al problema y no depende del algoritmo empleado para resolverlo.

El mal condicionamiento en el sistema (3.3) puede visualizarse graficamente, al graficar las dos
rectas: L;: x+y=2 y L,: 10.05x+10y=21. Como las pendientes de estas dos rectas son casi

iguales, es dificil ver exactamente donde se cortan, esta dificultad visual, digamos que se mide
cuantitativamente en los resultados numéricos obtenidos.

Observe que si A es la matriz de coeficientes del sistema (3.3), entonces detA =-.05 y se puede
pensar que el mal condicionamiento esta relacionado con el amafio del determinante de la matriz
de coeficientes, pero recuerde gque si una ecuacion de un sistema se multiplica por un escalar, el
determinante de la matriz de coeficientes queda multiplicado por ese escalar mientras los dos
sistemas siguen teniendo exactamente las mismas soluciones, es decir, son equivalentes.

El objetivo siguiente es desarrollar una teoria que permita estudiar el condicionamiento de un
sistema lineal AX =b .

Empezamos con la siguiente definicién:

Definicién 3.1 Si X es la solucién exacta de un sistema lineal AX =b, A invertible, b* 0,y X es

una solucién aproximada de dicho sistema, entonces llamamos vector error de X con respecto a
X al vector E definido por

E=X- X

y vector error residual correspondiente a la solucion aproximada X , al vector R definido por
R=AX-b

Observe que E usualmente no se conoce (pues X no se conoce), mientras que R siempre puede
conocerse.

Como R=AX- b, entonces R mide hasta dénde la solucion aproximada X satisface el sistema
AX =b. Observe que X estalque AX=R+b, es decir, X es solucion de una perturbacién del

sistema AX=b,

Nétese que R=0 implica X =X, es decir, R=0 implica E=0. Sera que |R | "pequefia” implica

| E| también "pequena”, donde || : || es alguna norma vectorial?

Empecemos recordando qué es una norma vectorial y qué es una norma matricial.
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Definicién 3.2 Una norma vectorial en R" es una funcién

|.|: R"®@R
X® |IX]

tal que paratodo X,YT R" ytodo al R :
i) [X]|2 0, |X]|=0 siysolosi X=0

i) [ax]=]a|]x]

iy [+ x|+ ¥].

T R", entonces

QO

Ejemplo 3.2 Las siguientes son algunas normas vectoriales en R". Si X :é :

1) La norma euclidiana ( 0 norma 2) definida por

l

IXl.=ga %5

2) La norma suma ( 0 norma 1) definida por

n
[o]
Ix1,=alxi
i=1

3) La norma del maximo (o norma ¥ ) definida por

[T, = Max [ x|

Estas normas en R", inducen las siguientes nociones de distancia entre dos vectores X,Y1 R":
1

02
1) d,o(XY)=[|X- Y|, = éa (x - )2% (distancia asociada con la norma euclidiana).

n
2) dy(X.Y) =] X- Y], = a |x - vi| (distancia asociada con la norma suma)
i=1

3) d (X Y) —|| X-Y || = Max |X - Y | (distancia asociada con la norma del méaximo). -
1£i£En

Definicion 3.3 Una norma matricial en R, ,, es una funcién:
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|.l: Ryw ® R
A @ [A]

tal que paratodo ABT R, ytodo al R :
) |A|20 |A[|=0siysolosiA=0

i Jaal=lallAl

i) | A+ A]+]8]

w a8 lefAllB]

Aungue hay diversas formas de construir normas matriciales, aqui solamente consideraremos las
normas matriciales que seran obtenidas a partir de las normas vectoriales dadas en el ejemplo 3.2
segun se indica en el siguiente teorema, teorema cuya demostracion puede ser consultada en
Kincaid 1972, paginas 163y 164.

Teorema 3.1 Sea || || cualquier norma vectorial en R". Entonces la funcién || || de R,,en R,
definida por
AX| o
A= MX?())( ||X|| , ATR, (3.5)

es una norma matricialen R .. N

La norma matricial dada por (3.5) se dird la norma matricial inducida por la correspondiente
norma vectorial || . ||

Note que (3.5) implica que

| Iax]elalix] | (3.6)
paracada X1 R" ycada AT R, puessi XT R", X 0, entonces

IAX g XL
IXI *4% ]

Para X =0 claramente se satisface (3.6). N

Notese, ademas, que

||A||—Max"AX":Max AL
xio [ x| o | X

=M AZ
=gl 2]

Las normas matriciales inducidas por las normas vectoriales || : ||2 || . ||1 y || . || ¢ son:



Capitulo 3. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES 11

1) |All, :” )I§/|"ax l|| AX| . dificil de calcular con la informacion que se conoce hasta aqui, pues
2:

calcular esta norma es resolver un problema de maximo en varias variables.

2 |All,= W rrx_l” AX |, , fécil de calcular, ya que se puede demostrar que
=

5
[Al, = ex ala]

3 |Al, = | >I>/I|I 3 | AX] ,, . facil de calcular, ya que como en el caso 2), se puede demostrar, véase
.-

Burden 1985, paginas 453 y 454, que

n
[]
||A||¥-l'\£4?£Xn<Jf:}_l|aii|

Debido a la facildad del calculo de las normas || . ||1 y || . || v , las usaremos en lo que sigue.

Una distancia entre las matrices A, BT R, se puede definir como d(A,B):H A-B|, donde

|| . || es cualquier norma matricial.
Definicién 3.4 El radio espectral de una matriz AT R, r(A) , se define como
r(A) =Max{ |1'] /1 esvalor propio de A}

Recuerde que si | es un numero complejo, digamos | =a+ib con ay b en R, entonces
|l |=|a+ib|=ya?+b?

El siguiente teorema, cuya demostracion puede ser consultada en Ortega 1990, paginas 21 y 22,
relaciona el radio espectral de una matriz A con |A],.

Teorema3.2Si AT R, ,, entonces

i) r(ATA) =||A ],y en consecuencia, si A es simétrica r (A)=[| A |, .

ii) r(A)£]| A| para cualquier norma matricial inducida. N

Con respecto al ejemplo 3.1, tenemos:
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e 2006
Para el sistema (3.3), xl_g 1ST es su solucién exacta y si consideramos como una solucion
o

. ~ &1006 . .
aproximada a Xlzg 8+' gue es la solucidon exacta del sistema perturbado (3.3'), entonces el
a

vector error de X, con respectoa X, es

e 106

B =X X026 0p

y el vector error residual correspondiente a la solucion aproximada X, , es

el 10800 220 _®2 6 a20_a00

RU=AX1-D=¢ 005 105880 215 %2055 215 & 59

Entonces
|Ei], =[- 10]+[10[=20 |Ry[|,=[0[+]-5]|= 5

[Exll, =\(-10)" +10% » 1414, [[R, ], = (- 5 = 5

[Eu]l, =Max{ | -20]. [10[} =10, |[R[, =Max{ [0]. |- 5]}=

asi que un vector error residual "pequefio" (relativo al vector de términos independientes

b= ?2212 ||b ||1 =23 || b ||2 » 21095 , || b ||¥ =21 ) corresponde a un vector error relativamente

"grande”.
. &06 L . . .,
Para el sistema (3.4), X, :80 0+ es la solucion exacta y si consideramos como una solucion
.0g

&340
897" gue es la solucion exacta del sistema perturbado (3.4"), entonces el

vector error de X, con respectoa X, , es

aproximada a X, =

aB40 806 a=.660
897;5 80@ 8.97@

y el vector error residual correspondiente a la solucion aproximada X, , es

_ @116 ah10_aDld
278075 &975 &05
Como

[E2],=183. |Ro|, = 0L [E, ||, »117, |R. |, = 0% [E.], = .97 |Re[, = 01
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entonces, nuevamente, un vector error residual “"pequefio" no corresponde a un vector error
"pequeiio”.

El ejemplo anterior pone de manifiesto que | R | "pequefio”, no necesariamente implica que IE|
también sea "pequefio. S|n embargo, a partir del siguiente teorema podremos probar que,

satisfecha cierta condicion, " " "pequefio” implica ” " también "pequefio”.

Teorema 3.3 Sea AT R, , una matriz no-singular y X la solucién exacta del sistema

AX=b, b2 0. Si X es una solucion aproximada del sistema AX =b, entonces para cualquier
norma matricial inducida se tiene que

IR| 1 IE]l alR]
gllepapfari=d (3.7)
oI a1 A A e
Demostracién: Como R=AX- b= AX - AX = A()~( - X) = AE, y A es invertible, entonces
E=A'R b=AX, X=A'b yaplicando la desigualdad (3.6), se obtiene
IRE[AlE] . escecr, {X{ele]. v Efe]a]jm]
de donde
” ” £|| E||£“ A H|| R (3.8)
Aplicando la misma desigualdad (3.6), se tiene que
[ofelallx]. esdec [2elx].y [xle]a*]jo]
de donde
Bl epxie]aqen
0 equivalentemente
1 1 Al
£ £ (3.9)
[a* o1 TXT " Tl
Combinando (3.8) y (3.9), obtenemos las siguientes cotas para el error relativo, H H en términos
del error residual relativo, H:
IR|__+ _IEl
D NS (3.10)
BRI It
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que era lo que queria demostrarse. N

R

De acuerdo con este teorema 3.3, si se satisface la condicion | A | “ Al »1, entonces H y
H son mas 0 menos del mismo tamafio. Asi [ m " fio" i€ 3 H

. que si es "pequefo", también lo sera VY
IX| [o] I
si IR] es "grande", también lo sera H; por lo tanto si | A ||H A"Y» 1, podremos distinguir una

o] X
~ R

solucion aproximada, X, buena de una mala observando el error residual relativo H .

El nimero Cond (A)=[| A || A | se llamara NUMERO DE CONDICION o CONDICIONAL de la

matriz no-singular A, relativo a la norma matricial usada. Aunque el valor de Cond(A) depende de

la norma matricial usada; sin embargo Cond (A)3 1, cualquiera sea la norma matricial inducida,
pues

X X0
IX]

! YETX]

=t efalfat] y )= vax

De acuerdo con la relacién (3.7), dada en el teorema 3.3, vemos que si Cond (A) »1, entonces el
IE] IR]
Ix1’ lof”
podremos distinguir una solucién aproximada "buena" de una "mala" observando el error residual
relativo; pero entre mas grande sea Cond(A), menor es la informacion que se puede obtener del
error relativo, a partir del error residual relativo.

error relativo, y el error residual relativo, son mas o menos del mismo tamafio y

De lo anterior se espera que A tenga un buen comportamiento, en el sentido de que un error
residual relativo pequefio implique, correspondientemente, una buena solucién aproximada de
AX =b, si Cond(A) »1, caso en el cual diremos que A esta bien condicionada (el sistema
AX =b estd bien condicionado). Si Cond(A) >>1, es posible que A tenga un mal

comportamiento, en el sentido que un error residual relativo pequefio puede corresponder a una
solucion aproximada mala, y diremos que A estd mal condicionada (el sistema AX =b esta mal
condicionado).

A pesar de las definiciones anteriores, no debemos olvidar que lo que realmente nos interesa es

poder determinar cuando una solucién aproximada X de un sistema AX =b es "buena", y tratar de
distinguir si el sistema AX =b esta bien o mal condicionado.

Para la matriz

A= el 19
“&005 10p
del ejemplo 3.1, tenemos
1 e 10 -16

Al= =
S05&1005 1g
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| Al, =Max{ | 1]+| 1|, |10.05|+| 10|} =Max{ 2, 20.05 } =20.05

®10 - 1
21 =L 1105=221
£1005 1g

], 2 -2

v~ 05

luego

condy (A) =] A], | A*], =(20.05)(221) = 443105 >>1

R
Este numero de condicibn nos dice que un error residual relativo ||||b||||¥ pequefio, puede
¥

X- X “
corresponder a un error relativo H ¥ muy grande, asi que A puede considerarse mal

¥
condicionada.

- ad0o
Veamos qué puede decirse, en este caso, de la calidad de la solucién aproximada X1 = g 83 del
sistema
i X +y=2

z

110.05x+10y =21

Para este ejemplo tenemos

=2y Cond(A)=443105

asi que la desigualdad (3.7) dada en el teorema 3.3, se convierte en

5 1 “Xl'xl“

¥ £443105£
21443105~ [|X.], 21
esto es,
% x|
537. 10° £ ¥ £1055...
P

. . . . 5 . .
lo que indica que aunque el error residual relativo es pequefio, 51 el nimero de condicién es tan

grande (4431.05) que hace que la solucién calculada pueda tener un error relativo de hasta
105.5..., asi que nada puede decirse de la cercania entre X,y X,.

Instrucciones en DERIVE:

NORMA_INF(A): Simplifica en la norma del méximo de la matriz A, | A|, .



Capitulo 3. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES 16

COND_INF(A): Simplifica en el nimero de condicién relativo a la norma del méaximo de la matriz A,
es decir, simplifica en el nimero Cond (A) :||A||¥HA'1“ -
¥

Existe otro niUmero asociado con una matriz, al cual se le denomina también nimero de condicion.
A continuacion nos referiremos a tal nimero:

Del teorema 3.2 se sabe que r (A) £ A || para toda norma matricial inducida, asi que
cond(A)=[| A | A ] r(a)r (A

pero como los valores propios de A™! son los reciprocos de los valores propios de A, se tiene que

|'}Ae(‘§) | ! |
S
Cond (A)3 Min || |° Cond*(A)
ITs(A)
con s(A)={ITC /I esvalorpropiodeA}: espectro de A (Recuerde  que
1
r(A'l): Max |1 ]z ")
Ils(f'(l) |i|\ﬂl(rl)||
Max |1 |
El nimero Cond.(A) = ' II\;|(:)| X se denomina nimero de condicién espectral de A . Segun se
1Ts(A)

acaba de probar Cond(A)? Cond.(A) .

. e 1 16 .
Para la matriz A = +, se tiene que
§0.05 109
det(A- 1 )= L bolsizoan-os
10.05 10- |

asi que los valores propios de A son | ; » 1100454358, | , »-4.5435778" 1073, y por tanto

Cond. (A) » 1100454358 5421099592 >>1

45435778 1072

Dado un sistema AX=b, si dA y db denotan perturbaciones en A y b, respectivamente, el
siguiente teorema, cuya demostracion puede ser consultada en Ortega, 1990, paginas 32 y 33,

establece una cota para el error relativo H ” , en términos de las perturbaciones relativas

[da] fb y by R ’
“ A " ' " b " y Cond(A), donde X es la solucién exacta de AX=Db y X es la solucién exacta del

sistema perturbado (A+dA)X =b +db .
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1
|27

Teorema 3.4 Supongase que A es no-singular y que |dA |< ‘ (esta hipétesis asegura que

A+dA es invertible y que 1- Cond(A) "”d:””>0) Si X es la solucién exacta del sistema

perturbado (A+dA)X=b+db, entonces X aproxima a la solucion exacta X del sistema AX =b,
b 0, con la siguiente estimacion de error

[%- %], cond(a)  av],|an]
IXI [aaT& ol * TAl
[AT

Q-0

(3.11)
1- Cond(A)

N

La desigualdad (3.11) dice que si la matriz A esta bien condicionada, es decir, si Cond(A)»1,

entonces cambios "pequefios” en A y b producen, correspondientemente, cambios "pequefios” en
la solucién del sistema (el sistema AX=Db esti bien condicionado). Por otro lado, si A esta mal
condicionada, entonces cambios "pequefios” en A y b pueden producir "grandes" cambios en la
solucion del sistema (el sistema AX =b estd mal condicionado).

Ejercicio 3.1 Estime la cota de error dada en el teorema 3.4 para los sistemas (3.4) y (3.4") del
ejemplo 3.1.

Ejercicio 3.2 @) Calcule Cond(A) usando | .|,. ||,y | -]l para las siguientes matrices:

el 26 @56 2185
€0001 25° &79 138%

b) Qué puede decir del condicionamiento de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales?

13.9%, +16x, =55 _1456x, +218x, =6.74
) I6.8x, +29x, =97 ) 12 70%, +138x, =417

ESTABILIDAD NUMERICA EN LA ELIMINACION GAUSSIANA
Volvamos al método de eliminacién Gaussiana (simple) y consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales usando eliminacién Gaussiana
con sustitucién regresiva y aritmética (decimal) con redondeo a tres digitos:

1E,: .03x, +58.9x, =59.2
1E,: 5.31x, - 6.10x, =47.0

Usando eliminacion Gaussiana, obtenemos
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ab.319
®03 58.9 :59.20%';21%/40—@%,(m21=177) &03 589 : 592 &

(AE b) = s 4 Ya Ya YaYa® -
&.31 -610 : 4708 €0 -10400 : -10500%

y por sustitucién regresiva

_ -10500
X, = =1
- 10400
< .592- 589(L01) 592-595 -3 _ . o
! 03 03 03 '

L ~ &0 210.006
luego la solucién calculadaes X =¢_"+= 8 =,
eX, 0 101¢g

Instruccion en DERIVE:

PIVOT(A, i, ,j): Usa operaciones elemetales de fila para Simplificar (o aproXimar) en una matriz,
obtenida de la matriz A, que tiene ceros en la columna j y por debajo de lafilai. a

Qué puede decir de la calidad de la solucion aproximada X ?

|- x]
Para intentar responder esta pregunta encontremos las cotas para el error relativo W ,
dadas por el teorema 3.3.
203 5890 L -
Como A= &3 31 -6 10+, entonces usando aritmética con redondeo a tres digitos para todos los
. -6.10g

calculos se obtienen las siguientes aproximaciones:

L, 1 2610 -5895
TT313&-531 03 g

| A, =Max{ 58.9,114 } =58.9

“ A'l“ :iMax{ 65.0,5.34} -1 650= 208
¥ 313 313

entonces Condy (A)=|A|l, HA 1” . =(58.9)(208) =123, que no es muy grande comparado

con uno, asi que la matriz A puede considerarse bien condicionada.

(Por ciertas consideraciones teoricas sobre el nimero de condicion de una matriz A, las cuales
pueden ser consultadas en Burden, 1985, paginas 481 y 482, cuando se trabaja en aritmética finita

(decimal) con redondeo at-digitos y Cond(A)3 10" se espera un mal comportamiento de A con

respecto a la solucibn de AX=Db y A se considera mal condicionada. En este ejemplo
Cond(A) =123 <10%).

Ahora,



Capitulo 3. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES 19

203 589 6ee 1006 a89.26

€531 -61008 1015 847.09
Estas operaciones se realizan en doble precision (6 digitos)
_ab9.1896 a89.20 e -.011 §
& 502615 647.05 & 106.261

AX- b=

(Para evitar la pérdida de cifras significativas, se debe calcular el vector error residual, R = AX - b,
en doble precision).

Convirtiendo este ultimo resultado a tres digitos usando redondeo, se obtiene

011
" & 1064

Entonces | R||, =106 y |b|, =59.2 y por tanto

R |%- x| R
IR, 1 106 1 —145..£ 1l g2202.21231% — cond, (A)|| l
|b|, Condy(A) 592123 | X|| 59.2 o],
I L P
pero como Condy (A)» 1, entonces se espera que [b] y IX] sean méas o menos del
¥ ¥
o IR]. | %-x], )
mismo tamafio, y ya que es grande, se espera que sea también grande.

[o1, I %1,

En situaciones como la observada en este ejemplo, se sugiere hacer un refinamiento iterativo
sobre la solucién calculada X o usar esta solucién calculada como aproximacion inicial en un
método iterativo, con el propdésito de tratar de mejorar la solucion aproximada y lograr que el error
residual relativo sea mas pequefio. El método de refinamiento iterativo puede ser consultado en
Kincaid, 1972, paginas 174-176.

a0 8800

La solucion exacta del sistema en consideracion es X :8 = 8 1+.
X o @ 2

A qué se debe la diferencia
entre la solucién exacta y la solucién calculada?

Observe que el error en el calculo de X, con respecto a X, fue de sélo .01 (un error relativo de
1%) y este error fue multiplicado por un factor de aproximadamente -2000 al obtener %, , debido
al orden en gue se realizé la eliminacion Gaussiana.

Instruccion en DERIVE:

RESUELVA_1(A,b): Simplifica en la solucion exacta X del sistema AX =b. El vector b se entra
como un vector fila. a

En el ejemplo anterior la eliminacién Gaussiana condujo a una respuesta defectuosa de un sistema
de ecuaciones lineales bien condicionado. Esto muestra la inestabilidad numérica del algoritmo
de eliminacién Gaussiana (consecuencia de la division por un nimero (pivote) pequefio). Hay, sin
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embargo, situaciones en las cuales el algoritmo de eliminacibn Gaussiana es numéricamente
estable. El siguiente teorema cuya demostracién puede consultarse en Burden, 1985, paginas 366
y 367, se refiere a una de tales situaciones:

Teorema 3.5 Si A = (a;))
filas, es decir, si

es una matriz estrictamente dominante diagonalmente (E.D.D.) por

nn

n
| aii|>é | aj; | paracada i=12,...,n

1
pi

entonces A es invertible (no-singular). Ademas, se puede realizar eliminacién Gaussiana sin
intercambio de filas en cualquier sistema AX =b para obtener su Unica solucion, y los célculos
son estables con respecto al crecimiento de los errores de redondeo. N

Noétese que como consecuencia del teorema anterior se tiene que: Si A = (aij) es E.D.D. por

i
filas, entonces A tiene factorizacién LU, es decir, A=LU, con L triangular inferior con unos en su
diagonal principal y U triangular superior (escalonada).

Observe que la matriz de coeficientes del ejemplo 3.3 anterior, no es E.D.D. por filas.

El teorema 3.5 también es valido para matrices reales, simétricas y definidas positivas (véase
Burden, 1985, pagina 368). Una matriz Al R, , , simétrica, se dice definida positiva si satisface

una cualquiera de las siguientes condiciones (las cuales son equivalentes):
i) XTAX>0 paratodo X1 R", Xt 0.

ii) Todos los valores propios de A son positivos.

iii) Todos los pivotes obtenidos en la eliminacion Gaussiana sobre A, sin intercambio de filas, son
positivos.

iv) Todas las submatrices principales de A tienen determinante positivo.
(Las submatrices principales de la matriz A = (ai i)n' . son las matrices
all a]k9
Ac=2s o, k=12..,n)
G a5 <
Notese nuevamente que: Si AT R, , es simétrica y definida positiva, entonces A tiene

factorizacion A=LU, con L triangular inferior con sus componentes sobre la diagonal principal
iguales a uno y U triangular superior (ver méas adelante factorizacion de Choleski).

Observe que la matriz de coeficientes del ejemplo 3.3 anterior, no es simétrica.

3.4 ESTRATEGIAS DE PIVOTEO
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El ejemplo 3.3 anterior, muestra una de las dificultades que pueden surgir al aplicar el método de
.. .. . . -1 " =
eliminacion Gaussiana cuando el pivote ag'j ) es "pequefio" comparado con algunos elementos
all¥ i£ite
it para jEitEn.
Para tratar de evitar tales dificultades, se introduce en el método de eliminacién Gaussiana una
estrategia llamada de pivoteo, la cual consiste en seleccionar el pivote de acuerdo con un cierto

criterio. Nosotros usaremos dos estrategias: la estrategia de pivoteo maximo por columna o
pivoteo parcial y la estrategia de pivoteo escalado de fila o escalamiento.

3.4.1 Pivoteo maximo por columna o pivoteo parcial: Esta estrategia difiere de eliminacién
. . L, . . -1 ,
Gaussiana simple, Unicamente en la escogencia del pivote ag'j ) , la cual se hace ahora, asi:

Para j=12,...,n- 1, se determina el menor entero k, jEk £n, tal que

4]

1]

= Max

JEITE N

kj K j

es decir, seleccionamos el primer elemento diferente de cero sobre la columna j-ésima a partir de
.o, . . -1 0
la j-ésima fila y que tenga mayor valor absoluto (para j=1, a&'j ) = af(l) °a).

Si tal k no existe, el sistema no tiene solucion Unica y el proceso se puede terminar.
Sital k existe y k! j, entonces hacemos intercambio de las ecuaciones j-ésima y k-ésima:

Egj_ 1) « E(kj_ Y

y continuamos con la eliminaciéon Gaussiana. N

llustremos esta estrategia para resolver el sistema

1Ey .03x, +58.9%, =59.2
{Ey: 531X, - 6.10x, =47.0

gue es el mismo del ejemplo 3.3, usando aritmética con redondeo a tres digitos.

Como para j=1, se tiene que
Max{ lay | |ax| } =Max{ 03,531} =5.31=| a, |* 0

entonces k=21 1=j, asi que intercambiamos E; y E, y continuamos con la eliminacion

03 589 : 59.26 31 -610 : 47.08
(Aib)=C ¢ %o P <
€531 -610 : 470g €03 589 : 59.2g

Euggjmuﬂ%'lo'j @31 -610 : 47006
Y% a0V % % Ya%a® e
589 : 589g
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Por sustitucion regresiva, obtenemos

_ 589 _ _470+610(100) 531

X, =——=100, % = =
589 5.31 5.31

~ &0 ., .
Observe que en este caso X = g~1+ es la solucién exacta del sistema dado.
exX, @

Instruccion en DERIVE:

SWAP(A, |, j): Intercambia las filas (0 elementos) i y j de la matriz A (de un vector). a

Nota: En el procedimiento de pivoteo maximo por columna (pivoteo parcial) cada multiplicador m;;
es tal que

|mii|

ol
|

y aunque esta estrategia permite resolver satisfactoriamente muchos sistemas de ecuaciones
lineales, hay casos donde fracasa, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4 Consideremos el sistema

JE,: 30.0x, +58900x, = 59200
1E,: 531X, - 610x, = 47.0

el cual es un sistema equivalente al del ejemplo 3.3 (los coeficientes de la primera ecuacién en el
sistema del ejemplo 3.3, han sido multiplicados por 103). El pivoteo méximo por columna con
aritmética de redondeo a tres digitos, nos lleva a los siguientes resultados:

. _a800 58900 : 592006 E: r% 5(m==177) 800 58900 : 59200 6
(A:b):g ~%:% Y3 /4%3/4%® *
531 -610 : 470 g §0 -10400 : -10500g

y por sustitucion regresiva X, =101y X, =-10.0, que es la misma solucién que se obtiene si

usamos eliminacion Gaussiana simple.

En casos como el de este ejemplo, donde un pivote es mucho mas "pequefio” que alguno de los
coeficientes de la ecuacion que él encabeza, se recomienda la técnica conocida como pivoteo
escalado de fila 0 escalamiento, la cual es nuestra segunda estrategia.

3.4.2 Pivoteo escalado de fila: Esta técnica solo difiere de la eliminacion Gaussiana simple, al
igual que el pivoteo parcial, en la escogencia del pivote.

Esta vez el pivote a(' U se escoge como se indica a continuacion:

Para j=1,2,...,n- 1, hacemos lo siguiente:

a) Para i=j,j+1,...,n, calculamos
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S; = Max
JEIEn

aH'l) ‘ : Factor de escala

Si S; =0, entonces el sistema no tiene solucién Unica y el proceso se puede terminar.

b) Para i=j,j+1,...,n, calculamos

¢) Encontramos el menor entero k con j£k £ n tal que

CRIEE
= Max ——
Sk jEifn S

aEJTl) 10y

Sital k no existe, entonces el sistema no tiene solucion Unica y el proceso se puede terminar.

Sital k existe y k! j, entonces hacemos intercambio de las ecuaciones j-ésima y k-ésima:
j-1) j-1
el « g

y continuamos con la eliminacién Gaussiana. N

Apliquemos esta estrategia para resolver el sistema del ejemplo 3.4, usando aritmética con
redondeo a tres digitos.

Para j=1:
a) S, =Max{ | ay |, | ay, |} =Max{ 30.0, 58900} =580001 0, y
S, =Max{ | &,y |, | @, | } =Max{ 5.31, 610} =610 0

b) Ahora,
| Ay | _ 300
S, 58900
| s | 531
'S, 610
ENEENE ] 300 531y _531_|ax|

c) Max | , =Max | , =
i S S, l\; {58900° 6.0 ) 60 S,

y

10,asique k=21 1=j y por tanto

intercambiamos las ecuaciones E; ¥ E;, y continuamos con la eliminacion Gaussiana:

3

(a: )_a@o.o 58900 : 592005 &3l -610 : 4706
178531 <610 : 4704 €300 58900 : 59200
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r— (m2:=5.65) 1 -610 : 4706
WSS e ?03 58690% : 589(?0%

Por sustitucién regresiva
_ _47.0+610(100) 531

X, =100, X, = = =10.0
531 531
Observe que en este caso X = ae<10 230! 02 es la solucion exacta del sistema.
zﬂ 8100!21

3.5 FACTORIZACION TRIANGULAR

Consideremos un sistema AX =b, con A no-singulary b® 0 . Con respecto a la matriz A, se sabe
que existen matrices P de permutacion, L triangular inferior con sus componentes sobre la diagonal
principal iguales a uno y U triangular superior (escalonada) tales que PA =LU. Una forma eficiente

computacionalmente de encontrar P, L y U, usando eliminacién Gaussiana, se muestra en el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.5 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales usando eliminacién Gaussiana
con pivoteo parcial y obtenga una factorizacion PA =LU para la matriz A de coeficientes, asociada
con este método:

1-Xp +2X, - X3 =-2
:’3X1'3X2 'X3:'4

}xl+x2 = 3

Empezamos introduciendo un vector p:(pl,pz,pg)T el cual inicializamos con p; =i, i=123 vy

donde se almacenaran los intercambios necesarios en el proceso de eliminacion Gaussiana con
pivoteo parcial (el nimero de componentes del vector p coincide con el orden n del sistema a
resolver):

el 2 -3 : -28 @3 -3 -1 : -4p
p=(123)", (Ab)=¢ 3 -3 -1 : -4 n¥UWRIEHe1 2 -3 ¢ -2
él 35 él 3%

. L, ®3 3 -1: -4 8

821:'—831—— g _

®10 N

AR é%%@;ﬁ@ggﬂ? -?0 D

1 13

§%§a 33,

(Observe que cada multiplicador m;; es almacenado en la posicion correspondiente (i,j) en la
matriz de trabajo)
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&3 -3 -1 -40

g -

9 N

WY e ¢ 2 g—- 2 % % :
Ce 16 10 10 °

= 1 -—  -— =

é% 3 3 g

(Observe que la permutacién se hace para las filas 2 y 3 completas, es decir, incluyendo los
multiplicadores)

® _10 & 3 -3 -1 : -4 90

832_515 g -

g -

E + 1 1 =

%%33}?%®9§819 2 3 ?3 +
e lo sy 7 . 11 -

g% 3 &6 2 2 9

La eficiencia en el método indicado se debe a que en la misma matriz de trabajo se almacenan los
multiplicadores que van a conformar la matriz L (en el ejemplo son los nimeros que se encuentran
dentro de paréntesis), lo que significa un ahorro de memoria, y como los intercambios necesarios
afectan simultdneamente a las matrices L y U, se evita tener que volver a la matriz original a
realizar los intercambios ya observados y repetir la eliminacion Gaussiana con pivoteo parcial. De
esta manera, al terminar el proceso de eliminacién podemos leer en la matriz final la parte
estrictamente triangular inferior de L (son los ndmeros entre paréntesis) y la matriz triangular
superior U (que es la parte triangular superior de la matriz final), y en el vector p fnal quedan
almacenados los intercambios realizados que se usan para producir la matriz de permutacion P.

Para el ejemplo 3.5,

& 0 e )

g 1 0 O 83 -3 % ® 1 06
L:Q% 107, U=G 2 =7,y comop= (231)", entonces S0 0 11=P
11 c 7% él 0 0p
é-— — 1= go 0o --=
3 2 @ 20

(Verifigue que PA=LU) .

Para obtener la solucién del sistema original, usamos sustitucion regresiva en el sistema reducido
& 0

(SRR

G .
13

X=t 3

gl_l
2

——
c
y obtenemos
« 11 « _ 40 X_23
3= 2—21y 1757
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T
asi que la solucién (exacta) del sistema dado es X = a3 ,4—°,ES .
821 21 7@

Cobmo se resuelve el sistema AX =b a partir de la factorizacién PA =LU obtenida?

3.5.1 Algunas aplicaciones de la factorizacion PA =LU: La factorizacion PA =LU es utilizada
eficientemente en aquellos casos donde se trabaja repetidamente con la misma matriz A. Dos de
€S0S casos se presentan a continuacion.

1) Resolver varios sistemas AX =b con la misma matriz de coeficientes A, ya que en P, Ly U esta
almacenado todo el proceso de eliminacion Gaussiana. El algoritmo se basa en la siguiente
equivalencia

AX=bU PAX =Pb

LUX =Pb

UX=L"Pb

UX=cy c=L"Pb

UX=c y Lc=Pb

Lc=Pb y UX=c

oo oo

Los pasos a seguir son:

Paso 1 Calcular Pb.
Paso 2 Resolver, para ¢, Lc =Pb por sustitucion progresiva.
Paso 3. Resolver, para X, UX =c por sustitucion regresiva.

Como ejercicio, resuelva el sistema del ejemplo anterior, usando este algoritmo.
2) Encontrar la matriz inversa A™! de una matriz invertible A, resolviendo los n-sistemas

Ax=ell j=12..n
donde el =(0,...,0,1,0,...0)" T R™.
posicion |
La solucion X del sistema AX =e(j), j=12,...,n, produce la correspondiente columna jésima
de lamatriz A™*.

Como ejercicio, compare el nimero de operaciones para encontrar A ' usando el método de
Gauss-Jordan, con el nUmero de operaciones resolviendo los n-sistemas indicados antes. N

Ejercicio 3.3 Calcule la inversa de la matriz A de coeficientes del sistema del ejemplo 3.5, usando
el método de Gauss-Jordan y también usando la factorizaciéon PA=LU. ~

3.6 SISTEMAS TRIDIAGONALES

Un caso muy importante de sistemas de ecuaciones lineales, que requiere un tratamiento especial,
es el de los sistemas tridiagonales. Tales sistemas aparecen en diversas aplicaciones, como por
ejemplo al utilizar métodos de diferencias finitas en la solucién de problemas con valores en la
frontera para ecuaciones diferenciales ordinarias y, como veremos mas adelante, en el problema
de la interpolacion segmentaria cubica.
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Un sistema tridiagonal es de la forma

10X +CiX5 =b,;

: ~
ja2Xy + Xy +CoXg =b,

I 3%y +d3X3 +C3X,4 =bs

I .

.

: An-1Xn.2 F cln—lxn—l TCh1Xpn = bn—l
T aan—1+ann :bn

La matriz de coeficientes del sistema es

a, ¢, 0 O 06

go a; d; C3 i

_C -
A= ¢: +
¢ N

Q =

Q an— 1 cln— 1 Cn— 1:
go 0 a d,o
la cual se dice una matriz TRIDIAGONAL (caso especial de las llamadas matrices banda).

En general, una matriz A:(aij) se dice TRIDIAGONAL si ;=0 para |i-j|>1,

nn

i,j=12,...,n.

Suponiendo que la matriz A de coeficientes del sistema tridiagonal es E.D.D. por filas, podemos
usar eliminacibn Gaussiana simple para resolver el sistema (recuerde que la eliminacion
Gaussiana simple es adecuada para resolver sistemas con matriz de coeficientes E.D.D. por filas).
Otra forma de resolver un sistema tridiagonal con matriz de coeficientes A E.D.D. por filas es a
partir de la factorizacién directa A =LU (encontrando directamente las componentes de las
matrices L y U, es decir, sin usar eliminacion Gaussiana), donde L es triangular inferior con todos
sus elementos diagonales iguales a uno y U es triangular superior. Para encontrar tales matrices L
y U, partimos de que ellas deben ser de la forma

&l 0 0 0 - 0 ¢ @, ¢, 0 0O - 09
&, 10 0 0 €0 a, ¢, 0 - 0C
L:g(? g; 1 .o . 0 : U:gg 0 aj ?3 Oi
90 gn—l 1 : 90 0 an—l Cn— 1:
go 0 g, 1 o gO 0 0 a,@

Como
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ea, C, 0 0 0 6
c9221 9zCitay C2 0 0 .
g 0 08,  g3Cr,*as C3 0 :
_C -
LU—Q _
¢ N
¢ N
¢o On-18n-2  On-1Cp.p Tap g Cn-1 :
g 0 0 gnan-l gncn—l+anb
?jl C 0
a2 dy C =
g a; d; cg :
_¢ - +_
=c ~=A
g -
¢ i
s an—1 dn—l Cn—li
g a, d,o

igualando componente a componente las matrices LU y A, se tiene que

a, =d;
giai..=aq, i=23,..,n

gici..+a;=d;, i=23,..,n

y resolviendo para g; y a;, obtenemos

a;=d
9i =3 |u :

a1 y para i=23,...,n
a;=d - giCi—lL

(a;* 0, porque en U todos los elementos diagonales son distintos de cero).
Asi que un algoritmo para determinar L y U, en el caso que nos ocupa es el siguiente:
Paso 1: Haga a; =d,.

Paso 2: Para i =23,...,n, haga
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Una vez encontradas L y U se resuelve el sistema AX =b, resolviendo para ¢, Lc=b y luego
resolviendo para X, UX=c. N

Ejemplo 3.6 Resolver el siguiente sistema tridiagonal usando aritmética (decimal) con redondeo a
tres digitos y la factorizacion A=LU.

i .5x; +.25X%, = 35
{ 35x, + 8X, + 4%, = 77
: 25X, +Xg+ 5X,= -5
:

X3 = 2X4 = '2.25
Es claro que el sistema es tridiagonal E.D.D. por filas (ya que .5> .25, .8>75, 1>75, 2>1).

A partir del sistema dado se tiene que

d=.5d,=.8d;=10,d,=-20
c,= .25,¢c,= 4,¢c3= 5
a2 = 35, 3.3 = 25, a.4 =10

y las matrices L y U son de la forma

®l 0 0 05 @, 25 0 0§
L:ggz 1 0 oo u=go a, 4 0.
GO gz 1 0F° G0 0 a; 57
é0 0 g, 1o 0 0 0 a,o

Usando el algoritmo ya descrito, se obtiene

a;= 5
35
9 :?: 7
a, =8- (7)(.25)=.625
g = 25 _
37 625
a; =10- (4)(4)= 84
10
== =119
94= 54
a, =-20- (119)(5)=-260
Luego
& 0 0 08 & 25 0 0 &
¢ + ¢ +
71 N 625 4 :
¢ 0 0; y y-C0 625 0 :
0 4 1 0F G0 0 84 5 *
& 0 119 17 & 0 0 -2600

Ahora, resolvemos el sistema



Capitulo 3. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES 30

ol
;
Lc=bhU ¥
¢ ¢

o

por sustitucion progresiva, y se obtiene

O NP, O

0 O?QCZ?:(; a7 +
1 0%, ¢-57
119 1gec,o e-2.25gp

-0

c,=.35¢c,=.5251c¢c;=-7Lc,=-141

Enseguida resolvemos el sitema
855
_ &0
UX=cO ¢
¢o
&0

por sustitucion regresiva, y obtenemos

25 0 0 @0 @350

+(!‘ - (!‘ -
625 4 0 X (525
0 84 5 7 C.71%
0 0 -2600,5 & 141

X, = 542, X5 =-117, X, =159, X, = - .096

Luego la solucion (aproximada) obtenida para el sistema dado, es X = ( .096,159, - 117, .542)T .
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3.7 FACTORIZACION DE CHOLESKI

Se puede probar (véase Kincaid 1972, pagina 133) que si A es una matriz real, simétrica y definida
positiva, entonces A tiene una Unica factorizacion de la forma A =LL" en la cual L es una matriz
triangular inferior con sus elementos en la diagonal principal todos positivos (no necesariamente
con unos en su diagonal principal). Esta factorizaciéon se conoce como factorizacién de Choleski
(recuerde que si A es definida positiva, entonces se puede realizar eliminacion Gaussiana sobre A
sin intercambio de filas y todos los pivotes que resultan son positivos).

Se puede demostrar que si AT R, ,, y tiene factorizacion de Choleski, entonces A es definida
positiva (ejercicio!).

Para ilustrar cémo se obtiene la factorizacién directa de Choleski, es decir, sin usar eliminacion
Gaussiana, supongamos que la matriz A es de orden 4. Entonces

aby 0 0 00ahy ln lu lud @ axn ax and
clr b, 0 O + 80 by 1y lap= _ gau ay, A3 Ap:
Glay I3 Iz O : G0 0 I |43i Gag; azx agz A .
€lyy lap lag liu@€0 0 0 o e€ay; as, a3 apo

L LT A (simétrica)

Como lyjli; =ay;, entonces escogemos |y, =4/ay; , lo que requiere que a;; >0.

a
l,4l,; =ay, entonces Iy, = |—21 l,,;20.
11

2 2 _ H
15, +15, = a,,, escogemos |y, = ,/azz - 13, . Observe que a,, debe ser mayor o igual que cero.

_ _ a3

11

Az, - Il .
3415, +135lpp = a3, , luego I, :%, l,, 1 0,asique a,, >13,3 0,estoes a,, >0.
22

2 .12 12 — _ 2 .2
13, +135, +133 = a33, escogemos I3 = ,/az; - ('31 +|32) , 8333 0.

En general, para encontrar la fila i de L, (i3 3), asumiendo que ya se conocen las primeras i- 1
filas de L, procedemos asi:

a.
De l;4;; =a;,, obtenemos |, =1,
Ill
_ . _ 8- ligly
lilp +1iolo2 =& 5, asique |, T
2

li 3y +1i 2l32 +1i5l33 =@ 5, asi que
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a3 - (lilsg +1i ol .
l g =—2 (i '232),I331 0,a33>(I§1+I§2)30,aS|que ag; >0.

I33

(Fila i-ésima de L) © (Columna j-ésima de L"), j < i:

liqlj1 +1iolj 2+ #ljl;; = &5, entonces para cada i=3,...,n:

i1
o]
a; - a licljx
o=KL =2 -1
il

(Fila i-ésima de L)” (Columna i-ésima de L ):

2 .2 2 _
7y + 172 +..+5 = aj; | escogemos

Algoritmo 3.3 (Factorizacién directa de Choleski) Para factorizar una matriz A = (aij) real,

n’n

simétrica y definida positiva en la forma A =LL", donde L es triangular inferior.

Entrada: La dimension n de la matriz A, los elementos a;;, 1£i,j£n (basta almacenar la parte
triangular inferior de A, por ser A simétrica).

Salida: Los elementos |;;, 1£i£n, 1Ej£i de la matriz L.

j

Paso 1: Tomar ly; =4/ay; .

. a; .
Paso 2: Para i=2,...,n, tomar |;; :I'—l (primera columna de L).
11

Paso 3: Tomar l,, =+/ay, - 13, .

Paso 4: Para i=3,...,n, sequir los pasos 5y 6:

Paso 5: Para j=2,...,i- 1, tomar
@ o0
éaij -a iz
| = k=1
ij |
i
1
& it , 02
Paso 6: Tome |;; =¢a; - q k=

1 9

=
!
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Paso 7: Salida: "Las componentes |;; de la matriz L para i=1,2,...,n, j=1,2,...,i"
Terminar.

Ejemplo 3.7 Diga si la siguiente matriz es simétrica y definida positiva, y si lo es, encuentre la
factorizacion directa de Choleski:

ae2 -1 06
A=S1 2 -J_§
éo -1 2@

Es claro que la matriz A es simétrica, ya que AT =A. Para ver si la matriz A es definida positiva,
realicemos eliminacién Gaussiana sobre la matriz A:

& 0

xe2 -1 006 216 & -1 006 ®26 2 1 0:
=¢1 2 L%%%‘i@go % -1-3/43/4§/4§/" ® 0 % -1+
éo -1 2p S -1 25 éo o4l
39

Como no hubo necesidad de intercambio de filas y todos los pivotes, 2,&%, resultaron

positivos, la matriz dada es definida positiva y por lo tanto tiene factorizacién de Choleski.

ey O 00
Sea L= 221 l,, 0. talque LL" =A entonces
31 I32 |33¢
8911 0 Odahy lpn 1310 gez -1 09
ng l, O + 0 Iy |32— é 1
31 |32 |33b 0 0 |33 0 -
De acuerdo con el algoritmo 3.3, empezamos calculando ;.
13, =2, entonces |, = J2.
oy =- 1, entonces |, =- —=- ——=. Y2
|13 2 2
I31l1; =0, entonces I3; =0.
[ 1_[3_J3_+6
3, +15, =2, entonces |,, =2- 13, = -_:\/::_:_.
21 22 22 21 5 5 \/E >
-1- 1yl 1- (0)(-1 2 2./6 6
l34121 + 13215, = -1, entonces |3, = 8121 — ( )( ):-_6:_T‘/_:_£_

13, +13, +13; = 2, entonces
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Y o e AR A B S 1
33 31 32 9 3 3 \/g 3
Asi que
& o
gﬁ 0o o0
L:Q-E ﬁ o~
¢ 2 2 N
§ o .6 237
g 3 3

estalque LLT = A,

Ejercicio 3.4 Encuentre, si es posible, la factorizacion directa de Choleski para la siguiente matriz

c +
A:Q]' 3 -1 1_
¢1L -1 2 07
Q —_—

3.8 METODOS ITERATIVOS

Como ya se menciond al comienzo de este capitulo, en los métodos iterativos para resolver
sistemas de ecuaciones lineales, se parte de una aproximacion inicial a la solucion, la cual se va
"mejorando” sucesivamente aplicando cierto algoritmo. Un método iterativo puede ser convergente
o divergente, y aunque el método iterativo converja, en general, solo podemos esperar la obtencién
de una solucion aproximada, por efecto de los errores de truncamiento y/o redondeo. Entre las
ventajas de los métodos iterativos, comparados con los directos, estan la simplicidad y uniformidad
de las operaciones que se realizan, ya que se usa repetidamente un proceso sencillo; y su relativa
insensibilidad al crecimiento de los errores de redondeo, es decir, usualmente los métodos
iterativos son estables.

Las matrices asociadas con los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican en densas y
esparcidas. Las matrices densas tienen pocos elementos nulos y su orden es relativamente

pequefio (£ 100) ; para sistemas con matrices densas se recomienda usar métodos directos. Las
matrices esparcidas tienen pocos elementos no nulos y surgen, por ejemplo, al resolver ecuaciones

diferenciales por métodos de diferencias finitas; su orden puede ser muy grande. Los métodos
iterativos son recomendados para resolver sistemas con matrices esparcidas.

Los métodos iterativos que estudiaremos son generalizaciones del método de iteracién de punto
fijo:

Dado un sistema AX=b, o equivalentemente, AX-b=0, donde A no-singular y b* 0, lo
F(X)
transformamos en un sistema equivalente X =BX + ¢ para alguna matriz B y algin vector c.
&(x)

., k . ~ . ..
Se construye entonces la sucesion de vectores {X( )} a partir de la férmula de iteracién
k
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x¥ =gxY e, k=12,

y se espera que {X(k)}k "converja” a la Unica solucion X del sistema AX =b (0 X=BX+c),

donde la convergencia se entiende en el siguiente sentido.

Definicién 3.5 Sea || . || una norma vectorial en R". Decimos que la sucesion {X(k)} de
k

vectores de R" converge al vector XT R", segin la norma vectorial || dada, si

lim [ x - x® “:0. N

k® ¥

Recuerde que lim “ x - H:O significa que, dado e>0, existe NT N={0,1,2,..} tal que si

k 3 N, entonces “ X- X(k)

‘< €. Puede probarse que si una sucesion {X(k)} de vectores de R"
k

converge al vector X1 R" segin una norma vectorial || : || dada, entonces también converge al

, . . , . . k
vector X segin cualquier norma vectorial en R", por tal razon diremos simplemente que {X( )}
k

converge al vector X en lugar de {X(k)} converge al vector X segin la norma || || dada.
k
Digamos que {X(k)} converge al vector X . Si usamos la norma vectorial | .| , entonces
k
im | x- x¥{| =0,y s x= LN P N N iimo siant
o . Yy Sl —(xl,...xi,...,xn) y —gg'(l e X e Xn gy esto ultimo significa

que: dado €>0, existe NT N tal que si k3 N, entonces ‘xi - xi(k) <e paratodo i=1,2,...,n (ya

= Max

que “X x)
¥ 1£ifn

k
X - xi( ) ‘) .
Un primer método construido siguiendo la idea anterior es el siguiente:

3.8.1 Método iterativo de Jacobi o de desplazamientos simultaneos: Dado un sistema lineal de
ecuaciones

TagXy +ap X+ Ay X +...ta, X, =b;

i
781Xy T Ag Xy oty X+, tay X, = b,

!

[
i Xy FaXy e Xt X, = b
i ]

!

fa X, +a, X, +..+a, X+..+a, X, =b,

Si a,;! 0 para todo i=12,...,n, entonces despejando x; de la i-ésima ecuacion, obtenemos el
sistema equivalente
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5 & a;; 0 .
X; = é ¢ J+xj +i, i=12,...n
i€ &g &
i
Sl B:(b”)nn con
i-- ﬂ’ i1 ]
1 il
by =1 i,j=12,...,n
: o
P o
1
y c= (cl,cz,...,cn)T con ¢, =—-, i=1,2,...,n, entonces el sisema AX=b dado es equivalente al

ii
sistema X =BX +c. Asi que la sucesion { X(k) } de vectores, correspondiente a este método, se
k

genera a partir de la férmula de iteraciéon
xK =pxY e, k=12,

LT
donde, conocido XY =gl T leN8 e calcula

1 X Xy g la aproximacién siguiente

T
XK :§<(1k),...,xi(k),...,x£k)g , mediante la formula

n
b; - é. a jxj(k_ .
=
W= i=12..n (3.12)
ajj

gue es llamada férmula (escalar) de iteracion del método de Jacobi.
Escogida alguna norma vectorial (por ejemplo | .|| v), alguna tolerancia >0 'y un nGmero

maximo de iteraciones N, se termina el proceso iterativo, indicado en la formula (3.12), cuando se
satisfaga alguno de los siguientes criterios de aproximacion:

) “R(k) H<e, siendo RM = ax® -

i) “ Xk - x| <e,
[xt - xt
i W@

0 en su defecto, cuando se alcance el nimero maximo de iteraciones N .



Capitulo 3. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES 37

Algoritmo 3.4 (Método de Jacobi) Para encontrar una solucion aproximada X de un sistema
AX =b,con A :(aii)n'ni R, . invertible, bt 0,y &;*0, i=12,..n.

Entrada: El orden n del sistema; las componentes (no nulas) &;;, i,j=1,2,...,n de la matriz A; las
componentes b;, i=1,..,n del vector de términos independientes; las componentes

. . S 0 . .
X0;, i=1,2,...,n de una aproximacion inicial x0=x! ); una tolerancia Tol y un nimero
maximo de iteraciones N.

. .. . v T .
Salida: Una solucion aproximada X = (xl, xz,...,xn) 0 Un mensaje.

Paso 1: Tomar k =1,
Paso 2: Mientras que k £N, seguir los pasos 3-6:

Paso 3: Para i=1,...,n, tomar

Paso 4: Si |X-XO|<Tol, entonces: salida: "Una solucion aproximada es

X:(xl,xz,...,xn)T . Terminar.

Paso 5: Tomar k =k +1.
Paso 6: Para i=1,...,n, tomar x0; =X;.

Paso 7: Salida: "Se alcanz6 el numero méximo de iteraciones N pero no la tolerancia”.
Terminar.

ANALISIS DE CONVERGENCIA

Para entrar en el analisis de la convergencia del método de Jacobi, empezamos
descomponiendo la matriz A en la forma

A=D-L-U

donde D es la matriz diagonal cuya diagonal es la diagonal principal de A (es decir,
D:diag(all,azz,---,ann)), - L es la matriz triangular inferior obtenida de la parte triangular

estrictamente inferior de A, y - U es la matriz triangular superior obtenida de la parte triangular
estrictamente superior de A. Entonces
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AX=bU0 (D- L—U)X:b

0 DX- (L+U)X =
0D (|_+u)x+b
0 X=D*{L+U)X+D b

lo que nos conduce a la férmula vectorial de iteracién del método de Jacobi

X9 zp L +uxY 4D, k=12,

que se usa para efectos teéricos, mientras que la férmula (3.12) se usa para los célculos
NUMErCOoS.

La matriz B, =D"*(L +U) se llama matriz de iteracién del método de Jacobi.

Veamos un caso en el cual la sucesién { X(k)} , generada por el esguema iterativo
k
x) = px (kY +c, converge.
Teorema 3.6 Si |B||<1 para alguna norma matricial inducida, entonces la sucesion { X(k)} ,
k

generada por la férmula de iteracion
x® =gxkVsc, k=12,..

converge a la tnica solucion X del sistema X =BX + ¢, cualquiera sea la aproximacion inicial X(O) ,
y se tienen las siguientes cotas para el error de truncamiento H X - x(k) H :

i) X-X(k)‘£||B||kHX-X(O)“,k31
iy | x- x| "EEL"HX o ks 1
e e R

Demostracién: Para demostrar que el sistema X =BX +c tiene sélo una solucién, basta probar
que el sistema homogéneo X =BX, es decir, (I- B)X =0, tiene solucién Unica X =0, ya que si

(|- B)X =0 tiene solucién Unica, entonces |- B es invertible y entonces (I— B)X =c tiene solucion

Unica, y como (I- B)X:c es equivalente a X =BX+c, entonces este Ultimo sistema tiene
solucién Unica.

Veamos entonces que el sistema X =BX tiene solucion Unica X =0:
Si X es solucién de X =BX, entonces

0£]x|=|BX|£]B]]X]
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Si 0<|B|<1y X*0,entonces |B||X]|<|X],locual implicaria que | X |<]| X|,locual esun
absurdo. Luego X =0.

Si |B||=0, entonces B=0 y se tendria x =¢ paratodo k=12,...,y {X(k)}k converge a c,
que es la Unica solucibn de X =c .
Ahora,

x - x® = B(X - x("‘l)) . k=12,...

y usando induccién sobre k se tiene que

OEHX- XX “£|| B||“X- x(k-3 (k-2)

(°) “ (3.13)
Como |B ||k ® 0 cuando k® ¥ (pues O£|B]|<1), entonces “ x - x “® 0 cuando k® ¥ ,es
decir, { x ) } converge a X .

k

De (3.13), obtenemos
o [x- x| e e fx- X1

De otro lado,
“X_ %) H:“ sl o xld - (o) M - xl1 ) _ ) H
£|| B ”H X - x(o) (1) _ X(O)
(La dltima desigualdad se tiene por la relacion (3.13))
Asi que
(1- 18 )] x- X e X X
y como 0 £|B | <1, entonces
“ x - x H £+ “ xW - x(©) H (3.14)
1- 8] |
y entonces multiplicando a ambos lados de (3.14) por | B ||k , Obtenemos
H X - x(k) “ £ ” B ”k H X - X(O) £ | B " H X(l) (0) “
oy -8
usando i)
de donde se obtiene
i) “ x - xl¥ “E B[ ‘ X x(©)
H
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Finalmente,
“X- x (k-9 2“)(_ w k) 4 k)~ (k1) EHX_ s () - (k1)
£|B ||H X - XK | | x ) xleed
asi que
(2- 8] )“ x- x(<3 E“ x () x(d
y como 0 £|B | <1, entonces
“ x-xkd]g L H xK) - x(k-3 (3.15)
1-[B|
y entonces multiplicando a ambos lados de (3.15) por | B |, obtenemos
|- e ol [ x| e Ty - x|
1-|8]
lo que implica
i) “x x| HE |B"“x(" xkIl R
Compare este teorema con el teorema 2.1, de punto fijo.
B
Nota: La desigualdad ii) “ X- X(k) “ £ " ||IL|| H X (O) “ en el teorema 3.6 anterior, valida

para | B | <1, nos dice que entre mas "pequefia’ sea | B |, mas "rapida" sera la convergencia del

método iterativo. Las cotas para el error de truncamiento H X - x(") ‘ , dadas en el teorema 3.6,

. . . .. . k
permiten analizar la calidad de una solucion aproximada XX .

A continuacién probaremos que la matriz B, :(bi j)n' . de iteracion del metodo de Jacobi, tiene la
propiedad | B, |, <1 sila matiz A= (aij)n' . de coeficientes del sistema AX =b, es E.D.D. por

filas:

Recordemos que en la matriz B; = (bij)n, .

|
|
b.. :J,[ i,j=1,2,..N
! o
|
1

Ahora, si A es E.D.D. por filas, entonces para todo i =12,...,n, se tiene
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3
|au|>a |aIJ|
j=1
i
luego
S |aj| g | a
a7 |Fa |- 7 |<1,i=12..n
j=1 i j=1 i
I jri
de donde
n
0o a
Max q -«
1£i£n]= ail
i
Pero

_ g _ S| &
I8o1 =, @[ bu]= Max @] 2T | (pues b, =0)
jti

asique |B;|, <1. N

Aplicando el teorema 3.6 a la situacion anterior, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.7 Si la matriz A en un sistema AX =b es E.D.D. por filas, entonces el método iterativo
de Jacobi converge a la Unica solucion X del sistema AX =b, cualquiera sea X(O) , Y se tienen las

cotas para el error “ X- X(k) H , dadas en el teorema 3.6. N
¥

Se dispone, ademds, del siguiente resultado cuya demostracién puede consultarse en Burden,
1985, paginas 469 y 470:

Teorema 3.8 Para cualquier X(O) T R", la sucesién { X(k) } definida por la formula de iteracion
k

X(k) =BX(k'l) +c, k=12..., ¢t 0, converge a la Unica solucion X del sistema X =BX+c siy
solosir(B)<1. N

Como una aplicaciéon particular del teorema 3.8 se tiene que: El método iterativo de Jacobi
converge a la Gnica solucion X del sistema X =B;X +c¢ siy solo si r (BJ) <1.

Ejemplo 3.8 Use el método iterativo de Jacobi para resolver el sistema

ile 'X2 +X3:'1

%xl +X, +3%X3= 0
4

1 3x; +3x, +5x;

Lo primero que observamos es que el método de Jacobi es aplicable a este sistema, ya que la
matriz de coeficientes del sistema dado tiene todas sus componentes diagonales no nulas.

Veamos si el método de Jacobi converge o no, en este caso.
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Empecemos observando que la matriz A de coeficientes del sistema no es E.D.D. por filas (ya que
|2|£]- 1) +|1] ), asi que para el estudio de la convergencia del método de Jacobi debemos

encontrar la matriz de iteracion B .

Una forma de obtener B; es despejando Xx;, X, ¥ X3 de la primera, segunda y tercera ecuacion
del sistema, respectivamente, y escribiendo el sistema resultante en forma matricial, lo que nos da

0 5 o, 0 .
G122y 1 10802 =1
¢ * ¢ 2 2.¢ * ¢ 2.
(;x F=¢ -1 0 -3+(;X2++g 0.
gi R éi%
ng 5 5 B & & 59
BJ X Cc

Como |B,], =4>1 (|B,||, :%>1) no podemos concluir sobre la convergencia del método de

Jacobi (a partir de las normas || ||¥ || . ||1), asi que debemos estudiar el radio espectral r(BJ), de
la matriz de iteracion B .

Como

N
2
det(B,- 11)= 1 -
5

1 1
o w
1

.13

., . . 8 3 ,
entonces la ecuacion caracteristica de la matriz B; es +€| + T =0, cuyas raices son

1=-11,»142195 y | 5 »-.421954

y como
r(B,) »Max {| - 1|, |142195|, | - 421954 | } =142195>1

entonces el método iterativo de Jacobi no converge (diverge), segun el teorema 3.8.

Instrucciones en DERIVE:

BJ( A ): Simplifica en la matriz de iteracion, B; , del método de Jacobi.

CHARPOLY( M, w): Simplifica en el polinomio caracteristico py(w) de la matriz M.
EIGENVALUES( M, w ): Simplifica en los valores propios wq,W,,...,w, de la matriz M. a

En situaciones como la del ejemplo 3.8, se recomienda reordenar las ecuaciones del sistema dado,
de modo que la matriz de coeficientes del sistema reordenado sea lo mas cercana posible a una
matriz E.D.D. por filas (colocando primero las ecuaciones que tienen un coeficiente dominante y
luego las restantes).

En el caso del ejemplo, la reordenacion mas conveniente para el sistema es
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\|2X1 'X2 +X3:'l
|

i 83X, +3X, +5X3= 4
b ox, +x,+3x3= 0

Observe que la matriz de coeficientes de este sistema reordenado tampoco es E.D.D. por filas.

Las formulas escalares de iteracion para el método de Jacobi son ahora

i k-1 k-1

: X(lk)=-1+x(2 )-xg ),

T 2

I o k) (k1)

:,X(zk)=4 3x3 5x3 k=12,

i 3

T k-1 k-1

b o

. 3 )

i 3

cuya forma vectorial es
k)0 k-1 ..
PR (L,
¢ 87 7 T2i¢ gl
gX(k)iZE-l 0 - E:gx(k-l) :+g i_ k=12
c2+ C 3#¢? + G 3% I
¢ - 9_1 _1 0%9 = ¢ :
Gl €3 3 T hgdU: Eop
%] R ZEEE—— a —

Xk) x (k-1

Como | B, |, =§ >1 (|8, ]|, = % >1), entonces nada se puede afirmar sobre la convergencia del

método de Jacobi (a partir de las normas |B;|,. [B;]|,), por tanto debemos encontrar r (B;). La

ecuacion caracteristicade B; es
2 1
13+ Z1 +==0
9 9
cuyas raices son

[, ».631096 , |, »-.315548+.276567i , | 5 »-.315548-.276567
y como

r(B,) » Max{ | 631096 |, | - .315548+.276567i | , | - 315548- .276567i| }
»Max{ 631096, .419595} = 631096 <1
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entonces, segun el teorema 3.8, el método iterativo de Jacobi converge a la Unica solucion X del
sistema reordenado, cualquiera sea la aproximacion inicial X(O) .

Iterando con el método de Jacobi, tomando como aproximacion inicial x0 = (O,O,O)T, y usando

3 < .001, obtenemos

como criterio de aproximacion “ x¥ - xlk
¥

X = (- 5,13333, 0)" , x1? = (16667, 18333, - 27778)" ...

x1*%) = (99798, 19990, -.99842)" , x**) = (99873, 19994, - .99901)"

15)

Como “ X(le) - X( »75E-4< .001 vy k=16 es el primer entero positivo para el cual

¥

7| < .001, entonces

X,

X119 = (99873, 19994, - .99901)" = X » X
Instruccién en DERIVE:

JACOBI(A, b, X(O) , N): aproXima las primeras N iteraciones en el método de Jacobi aplicado al
sistema AX=Db, con aproximacion inicial x) . Para el ejemplo, aproXime la expresion
JAcoBI([[2,- 11),[3,3,5][1.1,3]] [- 14,0] [0,0,0].16). &

Cudl es la calidad de la solucién aproximada obtenida X(le) ?

. . 16
Como no se pueden aplicar las cotas para el error de truncamiento “X( ) . X“ dadas en el

teorema 3.6 (ya que no se satisface la condicion |B;||<1 para las normas calculadas

(16)
X - X
IBs]ly. |Bs],). entonces vamos a usar las cotas para el error relativo W¥ , dadas en el
¥
teorema 3.3:
SR R N
¥ 1 ¥ ¥
£Condy (A) —/———
[ol, conay (8" T, W
En esta desigualdad R(le) = AX(IG) - b, con
& -1 19 e 19
A=¢3 3 5.y b=¢ 4.
§3 3 9% é 0%

Si hacemos los célculos indicados, obtenemos
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-
¥ £011..<.05=5" 102

[l

Extendiendo de manera natural, los conceptos de cifras significativas y cifras decimales exactas
para vectores, dados en el capitulo 1 para escalares, podemos concluir, a partir de la dltima

desigualdad, que X(l6) :(.99873, 19994, - .99901)T aproxima a la solucién exacta X del sistema
dado con una precisién de por lo menos dos cifras significativas (y no mas de cinco). Se puede
verificar que la solucién exacta del sistema dado es X =(1, 2, - 1)T .

5 10%<16.."10°£

Ejemplo 3.9 Use el método iterativo de Jacobi para resolver el sistema

1 3X, - Xg +8x,=-11

f-x +11x, - X3 +3%X, = 25

Observe que el método de Jacobi es aplicable a este sistema, pero nuevamente como en el
ejemplo anterior, la matriz de coeficientes del sistema dado no es E.D.D. por filas, asi que para
estudiar la convergencia del método de Jacobi debemos encontrar la matriz de iteracion B .

Se ve facilmente que la matriz de iteracion del método de Jacobi es, en este caso, la siguiente
matriz

2o 1 5 of
¢ 2 *
o033
¢5 - 0 o0:
¢, 2 +
c1 11 I
€3 '3 3 o

Como | B,|, :%>1 (|IBs|,>1), entonces todavia no podemos concluir acerca de la

convergencia del método de Jacobi ( apartir de las normas |B;||,. |B;||,) . Encontremos
entonces el radio espectral de la matriz de iteracion B .

Se puede ver que la ecuacion caracteristica de la matriz B; es

31

|4-@|2+E| +240=0

18
cuyas raices son

| ,=5,1,»-301292, | ;»311967 y |, »-510674

por tanto
r(B,)»5.10674 >1
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lo que implica que el método de Jacobi diverge, en este caso.

Sin embargo, si reordenamos las ecuaciones del sistema en la forma

110%; - X, +2X3 = 6
- X, +11X, - X3+3x, = 25
L%, - %, +10xg =-11
f 3x, - Xg+8x,=-11

obtenemos un sistema equivalente AX =b donde A si es E.D.D. por filas, asi que, segun el
teorema 3.7, el método iterativo de Jacobi converge a la Unica solucion del sistema, cualquiera sea

. sz e 0 . . k
la aproximacion inicial X( ) , Y se tienen cotas para el error de truncamiento “ X( ). X

¥

La forma matricial del método de Jacobi, para el sistema reordenado, es

k) O k-1)¢
§<(1)3 & 1 2 o§<(1 % 260
Q - Q 0 PP O_Q . Q_+
St €1 0 T gyt ¢ et
'+ €= 0 = -=—Tgx '+ ¢ =7
g T:g 121 . 11 11 _+g 1111:
N &— — 0 0.5 (k-1 il
ng)* ¢ 10 10 ;GX(s ¢ 10
¢ + & 3 1 R ST
Sl €% 5 5 %oyl &5
4 9 4 B —
(k) x(k-1)
4 1 23
Observe que | B, |, =551 (||BJ||1:E<1).

Investigue cuéntas iteraciones k serdn necesarias en el método de Jacobi (usando la norma

k . .. .
|| ||¥ ), para que x(¥) aproxime a la solucién exacta X del sistema dado, con por lo menos tres

cifras significativas, tomando como aproximacion inicial x(9) = (0,0,0,0)T ? (ejercicio!)

Los resultados obtenidos en las iteraciones aplicando el método de Jacobi, empezando con

k-1) < 001, son
¥

x(0) = (0,0,0,0)T y usando como criterio de aproximacion “ X(k) - X(

x1¥ = (60000, 22727, - 11000, - 13750)"
X1 = (10473, 26023, - 99273, - 2.3648)"

x(®) = (11040, 2.9958, - 10210, - 2.6262)"
x(®) = (11038, 2.9965, - 10212, - 26261)" = X » X

Soélo fueron necesarias k=9 iteraciones para alcanzar la tolerancia dada. Con cuéantas cifras
decimales exactas aproxima X a x? (ejercicio)
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3.8.2 Método iterativo de Gauss-Seidel o de desplazamientos sucesivos: Una posible mejora

. . - . (k)
en el algoritmo de Jacobi puede ser la siguiente: para calcular x; ' se usan las componentes de

k-1 k k k . .
X( ), pero como x(l),x(z),...,xi(_)1 ya han sido calculadas y supuestamente son mejores
o s (k-1) (k-1)
aproximaciones de las componentes X, X,,...,X.; de la solucion exacta que X; 7,.. X,

. . . k
(asumiendo convergencia), parece mas recomendable calcular x-() usando los valores

1
k k k . . . , . .
x(l),x(z),...,xi(_)l calculados recientemente. Esta técnica se conoce como método iterativo de

Gauss-Seidel o de desplazamientos sucesivos.

LT
Se inicia el proceso iterativo con una aproximacién inicial X!° :§<(1°),x(2°),...,x§°),...,x(n°)g . A partir
i i imacion x =& @ 4 dg i
de este vector se obtiene la primera aproximacion X :§<1 Xy e XXy 5, mediante las

siguientes formulas (suponemos que a; 1 0 para todo i=12,...,n):

5 ] 8 0
b, - é aljxgo) b, - aleg) -a aZij( )
X(l) = j:2 , X(zl) = j:3
! ag; az

y en general, para i=2,...,n- 1, se calcula

b, - Iél a; -x(-l) - én a--x(o)

17 17

Xi(1) — =1 j=i+l

ajj
y

B

bn - a an]XJ
XS]l) — j=1

ann

El paso genérico es:
, k] _galkd (k) (k-D)a . o

Conocida la aproximacion X =8 T...% .. Xy 7, se obtiene la aproximacion siguiente

x ¥l :§((1k),..., xi(k),..., x&k)gT, usando las formulas

n
el k-1
b, - aal,-xg !
K _ j=2
-]
11

parai=23,..,n-1,
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b, - é ai]-x(-k) - én aijxgk'l)
Xi( - =1 — j=i+l (3.16)

que son llamadas férmulas escalares de iteracién del método de Gauss-Seidel.

Se termina el proceso iterativo con alguno de los criterios de aproximacion mencionados
anteriormente.

Algoritmo 3.5 (Método de Gauss-Seidel) Para encontrar una solucién aproximada X de un

sistema AX=b, A :(aij)n'nT R, invertible, b* 0y a;,* 0 paratodo i=1,2,..n .

Entrada: El orden n del sistema; las componentes no nulas &, i,j=1,2,...,n de la matriz A; las
componentes b;, i=1,2,...,n del vector de términos independientes; las componentes

. . TR 0 . .
X0;, i=1,2,...,n de una aproximacion inicial X0 = x| ); una tolerancia Tol, y un nimero
méaximo de iteraciones N.

Salida: Una solucién aproximada X :(xl, X2 yeeey xn)T 0 un mensaje.
Paso 1: Tomar k =1.

Paso 2: Mientras que k £N, seguir los pasos 3-8:

n
o]
b, - A a;X0;
Paso 3: Tomar x, = =
a;y

Paso 4: Para i=2,...,n- 1, tomar

|61 61
bi- a ax;-a aix0;
=1 jFi+l

Paso 5: Tomar x, =
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Paso 6: Si | X- X0||< Tol, entonces salida: "Una solucién aproximada del sistema es

X = (Xg, Xp,00s )T . Terminar.
Paso 7: Tomar k =k +1.
Paso 8: Para i=1,2,...,n, tomar x0; = x;.

Paso 9: Salida: "Se alcanzo el numero méximo de iteraciones N pero no la tolerancia”. Terminar.

ANALISIS DE CONVERGENCIA

Al igual que en el método de Jacobi, con el propésito de analizar la convergencia del método de
Gauss-Seidel, veamos cual es la férmula vectorial de iteracion del método de Gauss-Seidel

x =gxY ¢ k=12,

Multiplicando a ambos lados de la ecuacion (3.16) por &; y asociando los k-ésimos términos

iterados, obtenemos
i n
o -
aa jxj( =a ( aij)xgk 1 +b, (3.17)

j=1 j=i+l

Si D es la matriz diagonal cuya diagonal es la diagonal de A, - L es la matriz triangular inferior
formada por la parte estrictamente inferior de Ay - U es la matriz triangular superior formada por
la parte estrictamente superior de A, como en el método de Jacobi, entonces al poner a variar i de
1 a n en la ecuacion (3.17), obtenemos el sistema

(D- LXK =uxtT +p
0 equivalentemente

XM =o- ) tux ¥+ (0- L)', k=12,
Bs

siempre que la matriz D-L (triangular inferior) sea invertible, o sea si a;;' 0 para cada
i=1,2,...,n.

La férmula anterior se conoce como férmula vectorial de iteraciéon del método de Gauss-Seidel,
y lamatriz B = (D - L)'lu se llama matriz de iteracion del método de Gauss-Seidel.

Al igual que en el método de Jacobi, se tiene para el método de Gauss-Seidel el siguiente
resultado, el cual puede ser consultado en Kincaid, 1972, paginas 189 y 190.

Teorema 3.9 Si la matriz A de coeficientes de un sistema AX =b es E.D.D. por filas, entonces el
método iterativo de Gauss-Seidel converge a la Unica solucién X del sistema AX =b, para

cualquier eleccion de X(O) . N
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Recuérdese que segin el teorema 3.6: Si |Bg | <1 para alguna norma matricial inducida,

entonces la sucesioén {X(k)} , k=0,1,..., obtenida en el método de Gauss-Seidel, converge a la
k

o .z . . 0) « .
Unica solucién X del sistema X =BgX +c para cualquier x(©) R", y se tienen las cotas para el

error de truncamiento “ X - X(k) “ , dadas en el teorema 3.6. N

También se tiene, de acuerdo con el teorema 3.8, que: Para cualquier X(O) T R", la sucesion
{X(k)} , con
k
x® =gx* ¥+, k=1,2,.., ¢c10

converge a la tnica solucion X del sistema X =BgX+¢ (U AX=b) siysolosir (Bg)<1. N
Ejemplo 3.10 Apliguemos el método de Gauss-Seidel para resolver el sistema

\|2X1 'X2 +X3:'l

:' X; ¥X, +3Xx3= 0

13x, +3x, +5x3= 4

Este sistema es el mismo del ejemplo 3.8.
Como la matriz de coeficientes no es E.D.D. por filas, nada podemos decir todavia acerca de la

convergencia del método de Gauss-Seidel, asi que debemos encontrar la matriz de iteracion del
método de Gauss-Seidel, B; . Una forma de encontrarla es la siguiente:

Las formulas escalares de iteracion del método de Gauss-Seidel para el sistema dado, son

MO 1+X(2k-1) ) x(:,lf'l)
1 2 '
k) k) k-1)

i
I
.I.
:'x(z :-x(1 -3xg' , k=12,..
i
i
i
T

k P . .. k Lo .
Reemplazando x(l) en la férmula de iteracién para x(z), obtenemos la siguiente expresion para

X(zk) , en términos de x(zk'l) y ng- 1.

X(k) _ 1- X(2k-1) ) 5ng-1)
2 2

k e .. . k . . .z
Ahora se reemplazan x(l) y la Ultima expresion obtenida para x(z) , en la férmula de iteracion para

(k) i
X3', con lo cual se obtiene

4 + ok

3 5
Asi que, finalmente, se tiene el siguiente esquema de iteracion
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OO S S
1 H
.I. 2
i e fe)
)=l 196 g
: 2
P 4o
P
el cual escrito en forma vectorial es
K) & k-10
2 g 1 10 e
¢ =& 2 20¢  Tgal
gxzk)+:(;0 1 _§+9X2k-1)++g lf, k=12.
¢ ¢ 2 e T il
¢ .7 o =< T gZI
k)~ k-1)+ :
gXB)g & Sﬂgxs )5 &€ 50

X/-{
=
o]
®
=
=~
=
O

que constituye la férmula vectorial de iteracion del método de Gauss-Seidel para el sistema dado.

Otra forma de obtener la matriz de iteracion Bg , es a partir de su formula Bg = (D - L)'lU .

21l 502
a2 0 09 C % = d® 1 -19
Como D-L=%1 1 0.,entonces (D-L)'lzg-E 1 07,ycomo U=% 0 -3.,entonces
§3 3 53 ¢\ 3 1+ éo 0 Op
& 5 50
T 1 .10
1 .
Bg =(D-L)'u=¢0 -= -2+
g -
0 0 — -
& 5 &

Como | Bg || ,=3>1 (|Bs || > 1), todavia no podemos concluir acerca de la convergencia del

1 9

2 5

Gauss-Seidel diverge (recuerde que si una matriz es triangular superior o inferior, entonces los
valores propios de tal matriz son los nUmeros que aparecen en su diagonal principal).

. . i a 9 .
método de Gauss-Seidel; pero como r(BG) =Max;j 0, gzg >1, entonces el método de
|

Observe que el niumero cero es siempre un valor propio de la matriz de iteracién B , asi que,
en particular, B; siempre es singular (no invertible).

Instruccién en DERIVE:
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BG(A): Simplifica en la matriz de iteracion, By , del método de Gauss-Seidel. a

Una reordenacion del sistema dado, de modo que la matriz de coeficientes del sistema resultante,
sea lo mas cercana posible a una matriz E.D.D. por filas, es

\|2X1 'X2 +X3:'l
I

{3X, +3X, +5X3 = 4
}x, +%,+3x3= 0

Las formulas escalares de iteracion del método de Gauss-Seidel para encontrar una aproximacion
de la solucién de este sistema reordenado, son

Lo st oded
s 1 ]
I 2
I W N (S
:,X(Zk):4 3x;7 - 5X3 ’ k=12,
i 3
T k k
.:.X(k)__x(l)_x()
. 3T ’
f 3
Dado que
2l o 0o
@ 0 05 ¢ 2 i ® 1 -16
o + -1 1 1 . ¢ +
D-L=¢3 3 0:, (D-L) :E-E 3 0y U= 0 -5
11 35 ¢, .1 1+ 0 0 03
& 9 35
entonces
@ 1 10
& 2 2
-1 1 7 -
Be=(D-L) U= -= -=%
0=b-tju=go -5 -5
¢ 5+
0 0 —
& 96

Como | Bg |, >1 (| Bg |, >1), todavia no podemos concluir sobre la convergencia del método de

Gauss-Seidel, pero como r(BG) :Max:' o, ‘ - % ‘ ‘ g l'J:%<1, entonces el método de Gauss-
7

Seidel converge a la Unica solucion del sistema dado, cualquiera sea la aproximacion inicial.

Si usamos el método de Gauss-Seidel con aproximacién inicial X(° :(0,0,0)T y criterio de

k-1)

aproximacion “ X(k) - X( < .001, se obtienen los siguientes resultados:

¥

X1 = (- 50000, 18333, - .44444)", x? = (63889, 14352 - .69136)",.

(13)

x(2) = (99858, 19988, -.99914)", X%} = (99898, 19996, - 99952) = X » X
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< .001,
¥

Al igual que en el ejemplo 3.8, nos podemos preguntar por la calidad de la solucién aproximada
obtenida x(13) (ejerciciol).

Aqui k =13 es el menor nimero de iteraciones para el cual se satisface “ x (k) (k9

Instruccion en DERIVE:

G_SEIDEL(A b, X% ,N): aproXima las primeras N iteraciones en el método de Gauss-Seidel

aplicado al sistema AX =D, tomando como aproximacion inicial x(©) . Para el ejemplo, aproXime la
eXpreS'én G_SEIDEL( [ [25- 111]5[3 1355] 1[1515 3] ] 3 [- 11410] ’ [050 50] 3 13 ). a

Ejemplo 3.11 Si aplicamos el método de Gauss-Seidel para resolver el sistema

1 3X, - Xg+8x,=-11

b - x +11x, - X3 +3%4 = 25

(que es el mismo sistema del ejemplo 3.9), encontramos que la matriz de coeficientes de este
sistema no es E.D.D. por filas, asi que para estudiar la convergencia del método de Gauss-Seidel
debemos considerar la matriz de iteracion B .

Se puede ver que

» 2 .5 o
2 :
¢ 1 N

T R M
Pe=-UU= s o a-
N

¢ -2 1 2

€ 3 2 39

y como |Bg |, >1 (|Bg|l,>1), entonces por ahora nada podemos afirmar acerca de la

convergencia del método de Gauss-Seidel; pero se puede ver que la ecuacion caracteristica de la
matriz de iteracion Bg , es

(4. 621 5 4343
18 18

12=0

cuyas raices son |3, =0 (es decir, | =0 es raiz doble), |3 »24.7523, | ,»9.74768 . Por lo
tanto r(BG) >1, lo que implica que el método de Gauss-Seidel diverge.

Si reordenamos el sistema de modo que la matriz de coeficientes del nuevo sistema equivalente
sea lo mas cercana posible a una matriz E.D.D. por filas, obtenemos el sistema
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110%; - X; +2X3 = 6
L2x - X +10%, =-11

cuya matriz de coeficientes es E.D.D. por filas. Asi que el método de Gauss-Seidel converge a la
Unica solucion del sistema dado, cualquiera sea la aproximacion inicial y se tienen cotas para el

error de truncamiento “X(k) - X, segun el teorema 3.9. Si iteramos con el método de Gauss-

Seidel, empezando con X(O):(O,O,O,O)T y usando como criterio de aproximacién
“ MO

< .001, se obtienen los siguientes resultados:
¥

x" = (60000, 23273, - 98727, - 23711)
x(?) = (10302, 2.9233, - 10137, - 2.5980)"

(% =(11038, 29964, - 10211, - 26263)" = X » X

Si comparamos los resultados de los ejemplos 3.8 y 3.9, obtenidos por el método de Jacobi, con
los obtenidos en los ejemplos 3.10 y 3.11 por el método de Gauss-Seidel, vemos que el método de
Gauss-Seidel es de convergencia mas rapida; esto es lo que generalmente ocurre cuando ambos
métodos convergen. Anotamos que hay sistemas lineales para los cuales un método converge vy el
otro diverge.

3.8.3 Método SOR (Successive Over-Relaxation): Este método fue ideado para acelerar la

convergencia del método de Gauss-Seidel. La idea del método es que para producir un nuevo

k k . . k-1 .
valor xi( ) se ponderan los valores xi( ) actual, obtenido por Gauss-Seidel, y xi( ) anterior, como

se indica a continuacion:

Dada una aproximacion inicial X(O)

Xl Zgled et e feeds”

y calculada la aproximacion
se calcula la aproximacion siguiente

x ¥l :§((k) x(zk),...,x(k),...,x(k) !

o} . o
11 i n g , de acuerdo con las formulas siguientes:

parai=2,..,n-1:
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> i-1 n o)
BBt ot
xi(k) =(1- w)xi(k ) +we—1=t A : (3.18)
g aii -
g -
e a
y
*® n-1 o)
Gy - a ax=
(K =1 (k-1) 4 j=1 -
i) = (1- w)xy Wg o *
g -
e %)

donde w es un parametro, llamado de aceleracién. Mas adelante mostraremos que la variacion de
w debe ser 0 <w <2, para que el método pueda converger.

Las férmulas anteriores son llamadas formulas escalares de iteracion del método SOR.

Para O<w<1l el método se denomina de sub-relajacién y se puede usar para obtener
convergencia en algunos sistemas para los cuales el método de Gauss-Seidel no es convergente.

Para 1<w<2 el método se denomina de sobre-relajacion y se puede usar para acelerar la
convergencia en algunos sistemas que son convergentes por el método de Gauss-Seidel.

Observe que si w =1, el método se convierte en el método de Gauss-Seidel.

La escogencia del valor éptimo de w se hace de modo que r(BW) sea minimo, donde B, es la
matriz de iteracion del método SOR.

Se puede obtener, siguiendo la misma idea que se us6 en el método de Gauss-Seidel, la férmula
vectorial de iteracion del método SOR:

XM =(D- wi)(2- w)p +wu] x4 4 w(D- wi) b
By

(3.19)

donde D, - L y - U son matrices tales que A=D-L- U, como en los métodos de Jacobi y
Gauss-Seidel.

Dada la dificultad de obtener el w Optimo, a menudo se trabaja experimentando con distintos
valores de w.

La variacion del parametro w, con 0 <w <2, se debe al siguiente resultado:

Si a;* 0 paracada i=12...n, entonces r (B, )3 | w- 1] .

En efecto:
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det(B,,) = det{ D- WL)'l[(l- w)D + WU] }

= det[(D - WL)'lldet[(l- w)D + WU]

Pero
-1 _ 1 1
det[(D' w) ]‘ det(D- wL)  detD
y
det[(l- W)D+WU] = det[(l- w)D] =(1- w)"detD
asi que

det(B,,) =$(1- w)"detD = (1- w)"

De otro lado, como det(BW) =14 ,...1 , donde I 41 ,....,I , son los valores propios de la matriz
B,, , entonces

[F@ = (Va2 b1 a| =11t ol o] = et(B)| =] (2- W) | =]2- w

y por tanto r (B,,)® [w- 1| . N

Como consecuencia del resultado anterior, si |w- 1|3 1, es decir, si w3 2 o w£0, entonces
r (BW)3 1 y entonces el método SOR diverge, segun el teorema 3.8. Luego solo si O<w<?2
(|w - 1| <1), es posible que r (BW) <1 y asi el método SOR posiblemente sea convergente.

En el siguiente teorema, cuya prueba puede consultarse en Ortega, 1990, pagina 123, se
establecen condiciones suficientes para la convergencia del método SOR:

Teorema 3.10 Si A es una matriz real, simétrica y definida positiva, entonces el método SOR
converge a la Unica solucion X del sistema AX=Db para cualquier eleccién de la aproximacién

inicial X T R" y cualquier valor de wcon 0<w<2. K
También se tiene, como en los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel, que:

Si | By | <1 para alguna norma matricial inducida, entonces el método SOR converge a la Gnica

.. . . . S e e . 0) =
solucion X del sistema X =B, X+c,c?! 0, cualquiera sea la aproximacion inicial X( ) I R", yse

tienen las cotas para el error de truncamiento “ X- X(k) “ , dadas en el teorema 3.6. N

Para cualquier X(O)T R", el método SOR converge a la Unica solucion X del sistema
X =B,X+c, 10 siysélosir(B,)<1. K

Algoritmo 3.6 (Método SOR) Para encontrar una solucién aproximada X de un sistema AX =b
con A invertible, b! 0 y &;* 0 para todo i=1.2,..,n, dado un valor del pardmetro w con
O<w<2:
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Entrada: El orden n del sistema; las componentes no nulas &, i,j=1,2,...,n de la matriz A; las

componentes b;, i=1,2,...,n del vector de términos independientes b; las componentes

. . S . 0 z
X0;, i=1,2,..,n de una aproximacion inicial x0 =X ); un valor del parametro w; una
tolerancia Tol, y un nUmero maximo de iteraciones N.

. ., . v T .
Salida: Una solucién aproximada X =(x;,...,X,) 0 un mensaje.

Paso 1: Tomar k =1.

Paso 2: Mientras k £N, seguir los pasos 3-8:

® )
Gb; - Q@ ax0;
Paso 3: Tomar x; = (1- w)x0; +wg =2 :
¢ agy +
¢ =
€ g

Paso 4: Para i=2,...,n- 1, tomar

@ g J 0
Cb; - aaX- aaiijJ:

j=1 j=itl

X = (1- W)x0; +wg :
c aii -
Q -
e 2

e %l o)
gbn - an]X]:
Paso 5: Tomar x, =(1- w)x0, + wg————
¢ nn
¢ +
e @

Q

Paso 6: Si |X-X0|<Tol, entonces salida: "Una solucion aproximada es

X =(xq, x2,...,xn)T". Terminar.
Paso 7: Tomar k = k +1.
Paso 8: Para i=1,2,...,n, tomar X0; = x;.

Paso 9: Salida: "Se alcanz6 el nimero méximo de iteraciones N pero no la tolerancia”. Terminar.

Ejemplo 3.12 Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales
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14Xy +3X, =1
%3xl+4x2 - Xz =1

Como la matriz de coeficientes de este sistema es simétrica y definida positiva {erifiquelo!),
entonces el método SOR converge a la Unica solucion del sistema dado, cualquiera sea la
aproximacion inicial y cualquiera sea w con 0 <w < 2, segun el teorema 3.10.

< .001, se obtienen los
¥

siguientes resultados para distintos valores de w, siendo las férmulas escalares de iteracion del
método SOR, en este caso, las siguientes:

Si usamos X =(00,0)" y criterio de aproximacién “ x (K - xlkd

R Y
: Xlk) - (1_ W)ng_l) +W?—' 3)((2 1)9

I € 4 3

|

I Caulk L (k16

}xzk):(l- W)x(zk'l)+w(©}aq 83X+ X3 T k=12, 0<w<?2
o 4 :

! & P

i 2.+ )6

) =1 ple ) B2

f g€ 4 5

Como el método de Gauss-Seidel converge, en este caso, podemos pensar en utilizar el método
SOR para acelerar la convergencia del método de Gauss-Seidel; asi que tomaremos valores de w
con l1£w<2,

Para w =10 (Gauss-Seidel):

]
x :(.25000, 6.2500° 10°2, .26563)

:
x(13) =(11546' 1073, 33237, .33309) » X
Para w=12:
(9 _ , -2 T
X _(.30000, 3.0000° 1072, .30900)
§
x(9) :(3.5372' 1074, 33310, .33329) » X
Para w =125
W - 102 T
X _(.31250, 19531 10°2, .31860)
]
(8 =(6.4330’ 10°5, 33331, .33333) » X

Para w=13:
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§
x :(.32500, 81250 10°3, .32764)

(6) — © 103 T
X _(- 12411° 10°2, 33427, .33335) » X

Para w=14:
(1 _ © a2 T
x¥ = (.35000, - 17500” 10°2, .34388)

:
x(8) :(9.7704' 104, 33286, .33315) » X

Observando los resultados anteriores, se puede concluir que, para este ejemplo, el valor éptimo del
pardmetro w debe estar cerca de 13, y para este valor de w la convergencia del método SOR es
mas rapida.

Instrucciones en DERIVE:

BW(A,w): Simplifica en la matriz de iteracion, B,, , del método SOR.

SOR(A,b,w, x(©) ,N): aproXima las primeras N iteraciones en el método SOR aplicado al sistema
AX =b, para el valor dado de w y tomando aproximacion inicial X(O) . Para el ejemplo, aproXime
la expresion SOR([[4,3,0][3,4,- 1][0,- 1,4]][11.1],13,[0,0,0].6). a

Ejemplo 3.13 Si aplicamos el método SOR para resolver el sistema de ecuaciones lineales

{ - X +1IX, - X3+3%X, = 25
f 3%, - X3+8x,=-11
con x(9 = (0,0,0,0)T y criterio de aproximacion “ x® - xkI | < .001, se obtienen los siguientes
¥
resultados:
Para w =15 ;

x( =(.90000, 35318, - 13902, - 4.3098)"
x1?) = (13968, 3.4072, - 86286, - 19859)"

x(#) = (11041, 2.9965, - 10210, - 26260)" » X

Para w =18 :
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x1 = (10800, 4.2676, - 16006, - 5.7158)"
x\? = (15604, 3.4762, - 63554, - 39176)"

x\® = (11040, 29967, - 10207, - 26262)" » X
Analice la convergencia del método SOR en cada uno de los casos anteriores.
3.9 SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS NO-LINEALES

Consideremos un sistema no-lineal

fl(xl, Xg yues xn) =

f, (xl, x2,...,xn) =

——l " —— — —
o ©

fo (X X0en X,) = 0
donde paracada i=1,2,...,n,

i ® R, D;i R"
X:(xl,...,xn) ® fi(X):y
y alguna f; es no-lineal.

gfzz
¢i+
& o

F(X)=0 con FD® R", DI R".

Si hacemos F° y X= (xl, X2,eery xn) , €l sistema anterior puede ser escrito en la forma vectorial

El problema de hallar las soluciones reales de un sistema no-lineal es mucho mas dificil que el
problema de hallar las raices reales de una sola ecuacién no-lineal (en una variable), y mucho mas
que el problema de resolver un sistema lineal de ecuaciones.

Aunque estudiaremos ciertos métodos que convergen a una solucién, no existe un criterio general

para saber cuéntas soluciones tiene un sistema no-lineal dado, e incluso es posible que el sistema
no tenga solucién, como ocurre con el siguiente sistema

ixy=1
|
T y=0

Un posible método (directo) para resolver sistemas no-lineales de ecuaciones puede ser el de
reduccion de variables.

Por ejemplo, para el sistema
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1|,'E1:x2 +y? =1
1E,: Xy =0

es claro que sus soluciones son (10), (0.3), (-10) y (0,- 1) ; que son los puntos de interseccion, en

el plano xy, de la circunferencia unitaria x? +y? =1 con los ejes coordenados x=0 y y=0. Ver
la FIGURA 3.1.

l'_III'I“'

fﬁ
=
=
=

x‘f

0

FIGURA 3.1

Una manera de resolver el sistema, en este caso, es la siguiente:

Despejando x de la ecuacién E;, obtenemos Ef x = *4/1- y2, y sustituyendo en la ecuacion E,,
obtenemos E§$: §11/1- yzgyz 0. Siresolvemos la ecuacion E$ paray, obtenemos y =0, y=1o0

y=-1. Sustituyendo en la ecuacién Eg, los valores de y obtenidos, tenemos que: si y =0,
entonces x=1 0 x=-1, lo que produce las soluciones (1,0) y (-1,0); y si y=1 o y=-1,
entonces X =0, lo que produce las soluciones (0,1) y (0,-1).

En general, este método no es facil de aplicar, pues la eliminacion de variables puede ser muy
dificil 6 incluso imposible de realizar.

Estudiaremos los métodos iterativos de Punto Fijo y Newton-Raphson para aproximar soluciones
reales de sistemas no-lineales.

3.9.1 lteracion de Punto Fijo para sistemas no-lineales: Dado un sistema no-lineal de n-
ecuaciones con n-incognitas, F(x):o (F-D® R", DI R"), el método de Punto Fijo para
resolver este sistema consiste en transformar dicho sistema en otro equivalente (por lo menos en
forma local) del tipo X =G(X) para alguna funcion G: D®@® R", D¢ D .

Por ejemplo, si tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
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lo escribimos en la forma equivalente

?X:gl(x.y) a%(:G(X) con GO glgg
1y =0(x) 2%

(despejando, por ejemplo, si es posible, x de fl(x,y) =0 eyde f, (x,y) =0).
La iteracion vectorial de punto fijo correspondiente
xK = G(x("‘l)) k=12,

se convierte en

= g Ay,
12,....

=

<
|

Q

N

—_——r o —— — —
x~
1

(X(k-l) ’y(k—l)) ’

gue no es otra cosa que la iteracion de Jacobi para sistemas no-lineales.

Otra forma de iteracién vectorial de punto fijo es

) =g ).

|
I
'Il'y(k) = gz(x(k),y(k_l)) ,
]

k . .
que usa el valor ya calculado x( ), y que no es otra cosa que el método de Gauss-Seidel para

sistemas no-lineales.

El siguiente teorema general, cuya demostracién puede ser consultada en Ortega, 1990, péagina

.. _ . . ., k
153, da condiciones suficientes (no necesarias) para la convergencia de la sucesion {X( )}
k

generada por la formula de iteraciéon de Punto Fijo
(¥ = G(x("‘ )) . k=12,

Teorema 3.11 Sea D:{(xl, x2,....,xn)T R”/ a, £x, £b, i:12,...,n} para alguna colecciéon de

&8, 0

constantes reales a;b;, i=12,...,n. Supongamos que G:R"® R" con G° é i ., estal que

Jn &

G(D)i D, es decir, paratodo X1 D, G(X)T D;y que para cada 1=12...n, g; y sus primeras
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derivadas parciales ﬂ?ll( ) , i=12,...,n, son continuas en D. Entonces G tiene un punto fijo en
i
D.
Si, ademas, existe una constante M, con 0 £M <1, tal que para cada i=1,2,...,n
fg;(X : -
‘M EM,Slempreque X1 D,
1x n

entonces G tiene un dnico punto fijo P1 D y la sucesién {X(k)}k definida por la iteracion
(K = G(X(k'l)) . k=1.2,..

converge al punto fijo P, cualquiera sea la escogencia de X(O) T D, y se tiene la siguiente cota de
error

N

g M H (1 (o)
-M

-0
¥ 1

¥

Ejemplo 3.14 Consideremos el siguiente sistema no-lineal

.}xz -10x+y?+8=0 (fl(x,y) =x%- 10x+y2+8)
%xy2+x- 10y +8=0 (fz(x,y):xy2+x- 10y+8)

Las graficas de x2 - 10x + y2 +8=0y xy2 +x-10y+8 =0, en un mismo plano coordenado, se
muestran en la FIGURA 3.2.

Observando la FIGURA 3.2 vemos que el sistema dado tiene Unicamente dos soluciones reales.
Para encontrar estas soluciones por el método de Punto Fijo, empezamos por transformar el
sistema dado en otro equivalente de la forma X = G(X) . Uno de esos sistemas es

i 2 y2 4 > 2 4+y2 +860
=Xty +8 g (xy) = 1Y 80
[ 10 10 g4
i

. 2 2 ..
I _Xy“+x+8 & _Xy“ +x+80
[CET) % ()= =52
i

(Para obtener el sistema equivalente se despejaron las variables x e y de las ecuaciones
fi(xy)=0y f,(x,y)=0, respectivamente, de aquellas posiciones donde éllas eran dominantes, de
acuerdo con la solucién buscada).

0 . s
Observe que G° glg estalque: 9 Y 9> son continuas entodo R?, porque son polinémicas.
2

Tg,(X) - 19:(X) _y*+1 son continuas en todo R?.

x 10’ 1 10
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Ta(X) = f192(X) =2Y  <on continuas en todo R? .

fy 10" fqy 10

"_III'I“'

2+ x-10y+8=0

%E=10x+y2+8=0

oL ]

FIGURA 3.2
Ahora,
0ExXY£15 b 0£x%y2£225
b 0Ex?+y2£45
2 2
b g Xty *+8 4548 125 .
10 10 0
También,
0£XYy£15 b 0£xy®+x£(15)(2.25)+15 = 4.875
2 4x+ 875+ .
b 0£xy X 8£4875 8:12875:12875£15
10 10 0

Luego si D :{(x,y)T Rz/ 0f x,yElS} , entonces G(D)I' D, asi que G satisface las hipétesis

del teorema 3.11 en D, y por lo tanto G tiene por lo menos un punto fijo en D.

Ahora, si X1 D,
ﬂgl(x) :‘f g15_ 3
x 5 5
X
flgs(x) =‘1‘£ 3
fy 5
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2
192(%) |_| y*+1 £325 _ o
x 10 10
X
Tg2(X) || 20y | 45 _ &
Ty 10 |7 10

. M . .
Escogiendo M de modo que > = .45, es decir, escogiendo M= .90 tendremos que 0£M<1,y

paracada X1 D,

1g;(X)
Ty

1g,(x)

x

M M
£ — £— =12
5 Y > 1

. . - - < . 0) ¢+ .z
En consecuencia, G tiene un nico punto fijo P1 D vy cualquiera sea x(9) 1 D, la sucesion

{X(k)}k , con X(k) = G(X(k'l)), k=1,2,... converge a P.
Si al sistema dado le aplicamos la iteracion funcional de Punto Fijo

o b -

(K = 5 §<(k) =91(X(k'1),y(k'1))%
D [yl 2+X(k— ) .g )
i = ( 1)0 g,(k) - gz(x(k- 1),y(k-1))g

k3| < .001, obtenemos los
¥

empezando con X9 = (5.5) 'y criterio de aproximacion “ - x

resultados que se muestran en la TABLA 3.1 siguiente.

K L N0 |- e
¥

0 5 5

1 .85 .8625 3625

2 .946641 .948232 096641

3 .979527 979781 .032886

4 991944 .991984 .012417

5 .996799 .996805 48557 10°3

6 .998723 .998724 1924 1073

7 .999490 .999490 767 1074
TABLA 3.1

Luego P »(.999490, .999490) -
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Instruccion en DERIVE:

FIXED_POINT([gl(X,y),gz(ny)],[X,Y],[Xo,yo],N): aproXima las primeras Niteraciones en el método

Ix=g,xy
de Punto Fijo aplicado al sistema no-lineal 1| 1( )
1y =09(xy)

punto (x0 Y 0) . Para el ejemplo, aproXime la expresion

, tomando como aproximacion inicial el

é 2 2 2 l:l
FIXED_POINT(&X_*Y *8 Xy +X+8-a,[x,y],[0.5,0.5],7). a
é 10 10 G

Usando la cota de error dada por el teorema 3.11 con M= .90, obtenemos

7
£ ﬂ(.3625) »173

y 1.

-

. . ., 7 .
la cual no indica la precision real de X( ) con respecto a P, pues como el lector puede verificar

»51° 1074 .

faciimente, p = (1,1) y realmente “ x) _p
¥

Si usamos las férmulas de iteracién del método de Gauss-Seidel

o b -

(K — (k) = ( (k-1) (k-l))g
X = 10 §< =oix LYy &
(K) ( (k- 1))2 (K
X +x\" +8
=V B = o[,y e
10 2
con x!9 = (5,5) y criterio de aproximacion “ xK x| < 001, se obtienen los resultados de
¥
la TABLA 3.2 siguiente.
k (k) y(k) “X(k) -yl
¥
0 5 5
1 .85 .90625 40625
2 .954379 .973820 104379
3 .985916 .992089 .031537
4 .995627 .997556 9711 1072
5 .998639 .999240 30127 1073
6 999576 999763 9.37" 10°*
TABLA 3.2

»4.24° 10°* | lo que asegura una precisién en la aproximacién de P de
¥

tres cifras decimales exactas. Como ejercicio haga un andlisis similar para encontrar una
aproximacién de la otra solucién del sistema dado. ~

Observe que “ X(G) -P
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3.9.2 Método de Newton-Raphson para sistemas no-lineales: Consideremos un sistema no-
lineal de dos ecuaciones con dos incognitas

ysea @ =(a;,a,) unaraizde F(X)=0 con X=(xy).

Supongamos que Cconocemos una aproximacion X(k)z(x(k),y(k)) de @ . Para generar la

aproximacion  siguiente X ** :(x(k+l),y(k+l)), mediante el método de Newton-Raphson,

procedemos como se indica a continuacion:

Si las funciones fi(x,y) y fy(xy) y todas sus derivadas parciales de orden menor o igual que dos

son continuas en una vecindad de X(k) , entonces para (x(k+l), y(k+l)) en esa vecindad se tiene

b8,y =g ) e X(k))%(x(k) )yt )“ﬂ_( )

+%§X(k+1) ()) ﬂxf (x h)+2( (k+1) _ (k))( (k+1) )

(g k)2 T2 E U
fyled W) o (xh)g

xh)

con x entre x4 y ¥ 'y b entre y(¥ y yld

Si suponemos que fl(x(k+1),y("+1)) » 0 Yy que el residuo

R ) =2 ) et ) T8

() y0)° Iy
Hy y x,h)a» 0
I kL
obtenemos
» . x(K) y(K) (k+d) (1)) 2 (k) (k) (ked) (k)| L (3 () (K]
0 fl(x Y )+(x X )'ﬂx(x Y )+(y y )ﬂy(x Y ) (3.20)
Al trabajar, de manera similar, con f,(x,y) obtenemos

0» fz(x(k)’y(k))+(x(k+l) ) X(k))%(x(k)’y(k)) +(y(k+1) ) y(k))%(x(k)’y(k)) (3.21)
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Si las cuasi-igualdades (3.20) y (3.21) las manejamos como igualdades y las escribimos en forma
matricial, obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales en las dos incégnitas
gk gl

" s FEK 80
: T=.¢ -
o) G g g s
=
0 (k+1) _ y¢(k)
gxg X[k T

. K ., . . . . .
La matriz J(X( )) , en la ecuacion anterior, se denomina matriz Jacobiana del sistema.
%X(k+1) fs)

P -1
Despejando I, siempre que ?J(X(k)) Y exista, obtenemos
€yl 3 8 i

0 sea

X9 2 x4 - &) E(xH) | k=0,,.

la cual es la formula vectorial de iteracion del método de Newton-Raphson para el sistema no-
lineal F(X) =0 (compare esta formula con la formula de iteracion del método de Newton-Raphson

obtenida en el capitulo 2).

, -1
Para implementar este método no es necesario, ni conveniente calcular gj(x(k))g ; Se recomienda

el siguiente algoritmo:

Dada una aproximacion inicial x ) , una tolerancia €>0, y un nimero maximo de iteraciones N;
para k =01,...,N, hacemos:

k+1) (k)

Paso 1: Definimos z** = x| x!

(k+) , el sistema lineal

a[x¥) 2 = )

+ X(k) .

Paso 2: Resolvemos, para Z

Paso 3: calculamos X(kﬂ) = Z(kﬂ)

k+1) k+1) (k+1)

Paso 4: Si “ Z( es una

:“ x 8- x (k) H <e para alguna norma vectorial | . ||, entonces X

aproximacion de una solucion del sistema F(X) = 0. De lo contrario se vuelve a iterar.

Ejemplo 3.15 Si usamos el método de Newton-Raphson para resolver el siguiente sistema de
ecuaciones no-lineales
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jx?-10x+y? +8=0
|
fxy?+x-10y+8=0

que es el mismo del ejemplo 3.14, obtenemos los resultados que garecen en las TABLAS 3.3y
(k-9

3.4, donde se us6 como criterio de aproximacion “ x - x <.001.
¥
K N0 N0 |- X
Y

0 5 5
1 .937685 .939169 439169
2 .998694 .998388 .061009
3 .999999 .999999 1611° 10°3
4 100000 100000 10° 10

TABLA 3.3

Instruccion en DERIVE:

NEWTONS([f,(xy). f2(x¥)]. [%¥].[*0.¥o] .N): aproXima las primeras N iteraciones del método de

}(xy) =

Newton-Raphson aplicado al sistema no-lineal J{fl(( y)) 0’ tomando como aproximacion inicial el
Fla{xy)=

punto (X0:Yo0)- Para el ejemplo, aproXime la expresion

NEWTONS([x2 - 10x+y? +8, xy? +x- 10y+8],[x,y] [05,05],4). a

De acuerdo con los resultados de la TABLA 3.3, se tiene que x4 = (100000, 100000) »X = (ll) .

k ) y(k) “ x (k) _ (k-1
¥
0 2.0 3.0
1 219444 302778 19444
2 219345 302048 73710°
3 219344 302047 20”105
TABLA 3.4

De acuerdo con los resultados que aparecen en la TABLA 3.4, se tiene que
X(3) = (2.19344,3.02047) es una aproximacion de la otra solucién del sistema dado.

Veamos como se calcula la primera iteracion x3 :(2.19444, 3.02778) , que aparece en la TABLA
3.4, usando el método de Newton-Raphson:

Primero que todo, sean fl(x,y) =x2-10x+y? +8, f2(>g y) =xy2 +x- 10y +8 . Entonces

1f qf
‘”—;(x,y) =2x- 10, ﬂ—;(x,y) =2y
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i qf
ﬂ—i(xy) =y? +1, ﬂ—;(x,y) =2xy- 10

Es claro que las funciones fl(x,y), fz(x,y) y sus derivadas parciales de orden menor o igual que

dos son continuas en todo R?, por ser polinémicas.

(906
Para calcular la primera iteracion x1) :?(1)1, siguiendo los pasos en el algoritmo anterior,
v\’ &

procedemos asi:

Definimos ZW = x5 - x (k=0), y resolvemos el sistema lineal

J(X(o)) S F(X(o))

En este sistema

(0))6
o) X2
)G (o)
&' 7]
siendo
fl(x(o)):fl(z.o, 30)=10 , fZ(X(O)):fZ(Z.O, 3.0)=-2
y
adel ﬂfl 0]
—12.0,3.0 —(2.0,3.0 .
TR i T
12 2030) M2(z030) €10 2
X Ty a
Luego el sistema a resolver es
®6 6('_53%11) 2

20 1 @2 -6omly_ 140
§057 772510 60825 3681
Entonces

1a#0 a0 1 a&/90 821944406

(U 51 , (o) - 1 &0 &0 1 N 0
X=X = 6%y Sy 3641005 $3.027785

Procediendo de manera similar se obtienen X(Z) y X(s) .

Ejemplo 3.15 Consideremos el sistema no-lineal
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ix2+y?-x=0
|

fx*-y*-y=0

Las graficas de las ecuaciones X +y’-x=0 y x -y’-y=0 (f(xy)=x2+y?- x,

f,(xy)=x%- y? - y), se muestran en la FIGURA 3.3 siguiente.

"_III'I“
xE-yi-y=10

o J

FIGURA 3.3

Por simple inspeccion sobre el sistema dado, u observando la FIGURA 3.3, se ve que (0,0) es una
solucion del sistema, y que el sistema dado solamente tiene dos soluciones reales.

Si usamos el método de Newton-Raphson para encontrar la solucién no nula del sistema dado, con

k-1 - . ., .
) <103, se obtiene como solucién aproximada
¥

criterio de aproximacion “X(k) - X(
x4 =(-771845, .419643) tomando como aproximacion inicial x(9) = (10,.5); si tomamos
aproximacion inicial X(°) =(10, 10), se obtiene la solucion aproximada x4 = (771845,.419644) ,

y si tomamos aproximacién inicial X(O):(.S,.S), obtenemos la soluciébn aproximada

X = (771845, 419643) .

Como una aplicacion del método de Newton-Raphson para sistemas no-lineales, tenemos el
método de Bairstow para encontrar ceros complejos de funciones polinbmicas, método al cual
nos referiremos a continuacion.

3.10 CEROS COMPLEJOS DE POLINOMIOS: METODO DE BAIRSTOW
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Para hallar una raiz compleja de una ecuacion polinébmica con coeficientes reales puede utilizarse
el método de Newton-Raphson con una aproximacion inicial compleja y aritmética compleja. Otra
forma de enfocar el problema de las raices complejas de una ecuacién polinémica con coeficientes
reales se basa en el hecho de que si z=a+bi es un cero complejo de multiplicidad m de un

polinomio P(X), entonces su conjugado Z =a- bi es también un cero de multiplicidad m de p(x) y

m . , . .
(x2 - 2ax +a2+b2) es un factor de p(x). Es decir, las raices complejas de ecuaciones

polinémicas con coeficientes reales se producen en pares conjugados y por ésto, se debe buscar
un factor cuadratico, mas que lineal, del polinomio. Esta es la base del método de Bairstow, el
cual nos permitira encontrar raices reales o complejas de una ecuacion polindmica con coeficientes
reales, realizando Unicamente aritmética real. A continuacion describimos este método:

Dado un polinomio con coeficientes reales
p(x)=ay +ax+a,x* +...+a,x", a,* 0, n?2 (3.22)
El algoritmo de la divisiéon de Euclides nos permite expresarlo en la forma
p(x) = (x2 - ux- v)q(x)+r(x- u)+s (3.23)
donde u y v son constantes reales, q(x) es un polinomio de grado n- 2 con coeficientes

reales,

q(x) = bg +byx+...+b, X" 2 (3.24)

y r(x- u)+s es un residuo lineal con coeficientes reales ry s.

Las expresiones X?- UX- VY r(x- u)+s han sido escritas asi para simplificar los célculos
posteriores.

El objetivo es encontrar u y v tales que x? - ux- v sea un factor cuadratico de p(X) .
Al sustituir (3.24) en (3.23), se obtiene

p(x) = (x2 - ux - v)q(x) +r(x- u)+s

= (X2 - UXx- V)(bo +b1X "‘t)z)(z"'---"'bn—3Xn_3 +bn_2Xn_2) +I’(X- U) s (3-25)

= (- vbg - ru+s)+(-ubg - vby +1)x+(bg - uby - Vby)x?+...

+(bp-g - Ub, 3 - VD, 5 X" 2 + (b5 - Ub, 5 )X+ by X"

Igualando (3.22) y (3.25), obtenemos
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an :bn—2

an—lzbn—s' Ubn—z
an—zzbn—A' Ubn—3' Vbn—z
.3 =by 5 - Uby 4 - Vb, 3

az = by - ub, - vb,
a2 = bO = Ubl- Vb2

a; = r-ubg- vb;
S-ur-vhb,

e e el el i el ] i i i i

Q
S
1

igualdades que pueden escribirse en la forma

1 bn— 2 =@ap
i B

T bn—3 _an—l+Ubn—2

.I. bn—4 :an—2 +Ubn—3 +Vbn—2

|
i Phos =@y 3 tuby 4 +Vby 5

: (3.26)
b, = a; +ub, +vb,
by = a, +ub; +vb,

!
i
:
:
!
I
: r = a;+ubg +vb,
f

[72)
1

ap +ur+vbg,

Para que x?- ux- v sea un factor de p(x) , COMo queremos, es necesarioque r =0 y s=0, pero
ry s son funciones no-lineales de u y v (observe que by y b; son funciones de uy v).

Debemos entonces resolver el sistema no-lineal

]:r(u,v) =0 (fl(u,v) :0)
} (3.27)
+s(u,v) =0 (fz(u,v) :0)

para las incognitas u y v.

Usando el método de Newton-Raphson para sistemas no-lineales, si
o, 0
J= g vV
S, S,@

donde r,, r,, S;, Sy son las derivadas parciales de r y s con respecto a u y v, respectivamente,
entonces en la k-ésima iteracion (para determinar u y v), tenemos
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P
(o o %(X(k))@—l F x ¥ 9
vielg T &g 8 g és XK ,; (3.28)
x(k+g XK Tgx(k)g

Aparentemente no se dispone de las derivadas parciales de r y s, por no conocerse una relacion
explicita para r y s; sin embargo, si usamos la relaciéon de recurrencia para a;, b;, u, v, r ys

dada en (3.26) y derivamos parcialmente con respecto a u, obtenemos

(by5), =0, pues b,., =a, con a, constante, y

(3.29)

(bo), =y +ulby), +v(oa),

r, =bg +u(b0)U +V(b1)u

sy =r+ur, +Vv(bo),

Si definimos ¢, = (bk_z)u, k=n-1n-2,..,2, ¢;=r, y C =Sy , las relaciones en (3.29) pueden

escribirse como sigue

Cn—2 :bn—3 +ucn—l

Cn—3:bn—4+ucn—2+vcn—1 (330)

C, =b;+ucs +vc,
C; =b, +uc, +vcy
Cy =r+uc, +vc,

de modo que

se convierte en
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& (k) (k) 6
] X(k) ¢ (o rV(X e
Tl ()2
& Co sy X 5
donde Cgk) y Cs)k) son los valores de €; Y Cq , obtenidos en las ecuaciones (3.30) en la iteracion
k-ésima.

. k K . . .
Para obtener expresiones para r\,(X( )) y S\,(X()), derivamos parcialmente las mismas

relaciones en (3.26) pero con respecto a v, con lo cual obtenemos

:(bn 4)v _bn 2

: (bn S)V :u(bn—A)V +bn—3 = bn—3 "'u(bn—zl)V

|(bn e)v :U(bn s)v +bp_y +V(bn-4)v =b, 4 +U(bn 5) +V(bn 4)

I

| :

: (bo), =u(by), +bs +v(by), =, +u(by), +v(b,), (3.31)
I

1

: r, =u bO)v +b,; +v(b1)v =h, +u(b0)V +V(b1)v

i S, =ur, +by +v(b0)v =by +ur, +v(b0)v

Si definimos d, = (bk_3)v, k=n-1n- 2,..3, d, =r, y d; =s,, entonces las ecuaciones (3.31) se
convierten en

1.1 =b,

: d,.» =b, 3 +ud, ;

: dn-3 - Br.4 +udy. 5 +Vdy 4 (3.32)
i :
::: dy =b, +ud, +vds
| d, =b; +ud; +vd,
1 dy =Dy +ud, +vd,

de modo que
J(X(k)) _ aécl(k) dz(k) 9

SCENCE

Si observamos hs ecuaciones (3.30) y (3.32), vemos que ellas producen los mismos valores para
k=n-1n-2,..,1, es decir, d. =¢,, k=n-1n-2,.,1; por tanto (3.32) es redundante, y J(X(k))

puede calcularse como
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Resumimos la discusion precedente en el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.7 (Método de Bairstow) Para encontrar un factor cuadratico x*- ux- v de un
polinomio con coeficientes reales

p(x) =ag +ax+ax*+.+ax", a,1 0, n? 2

Entrada: El grado n del polinomio p(x); los coeficientes ay,ay,...,a, del polinomio p(x); unas
aproximaciones iniciales Uy, Vo de u y v, respectivamente; una tolerancia Tol, y un
nimero maximo de iteraciones N.

Salida: Un factor cuadratico aproximado x* - ux- v del polinomio p(x) o un mensaje.

Paso 1. Hacer

b, =4,
¢, =0 (observe que se cambi6 la notacion de subindices)
Cn— 1= an

Paso 2: Tomar i=1.
Paso 3: Mientras que i£N seguir los pasos 4-10:

Paso 4: Hacer b,.; =a,.; +ugb, .
Paso 5: Para k=n- 2,n- 3,...,0, hacer

by =ay +Ugbyiy + Vb
C =DBysq +UgCiig + VoCiysp

(con este cambio de subindices b, =r y by =s)

. . &, C,0
Paso 6: Hacer J=c,C, - ¢? (aqui J esigual a - detg Loy
C

o C10

Paso 7: Hacer
cb,-c,b
u; =Ug ~1 20
c,bg - Cob
Vi =V 1Yo oM

(Se esta usando la regla de Cramer para resolver el sistema)
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Paso 8: Si |b,|=|r|<Toly |by|=|s|<Tol, entonces : salida: "Un factor cuadratico

aproximado del polinomio dado, y los correspondientes valores de r y s son:
x? - ux- vy; r=by, s=by". Terminar.

Paso 9: Tomar i=i+1,

Paso 10: Hacer ug =u,

Paso 11: Salida: "Se alcanzé el nimero méximo de iteraciones N pero no la tolerancia".

Terminar.

Ejemplo 3.16 Encontrar todas las raices de la ecuacion x* - 4x® +7x? - 5x- 2=0, usando el
método de Bairstow.

Solucién: Con un programa disefiado siguiendo el algoritmo 3.7 anterior, se obtienen los
siguientes resultados:

Para las aproximaciones iniciales Uy =3 y v =-4,y una tolerancia Tol=10"% | se obtiene en la
séptima iteraciobn que u=22756822037 y v =-3.6273650847y los valores de r y s

correspondientes son r =-5.7853028" 10" y s=-11423154" 10715,

Las raices del factor cuadratico aproximado x? - ux- v obtenido, son complejas conjugadas con
parte real 11378411018 vy parte imaginaria 15273122509, y si usamos Deflacion se obtiene el
polinomio reducido de grado dos

q(x) = x? - 17243177963x- 5513644073
cuyas raices son x; =2.0000000000 y X, =-.2756822037 .

Instruccion en DERIVE:

BAIRSTOW(p(X),X,Uo,Vo,N): aproXima las primeras N iteraciones en el método de Bairstow
aplicado al polinomio p(x) para obtener valores aproximados u, Y v, de los coeficientes uy v de

un factor cuadratico x? - ux- v del polinomio p(x) , tomando como aproximaciones iniciales u, y

v,. Para este ejemplo, aproXime la expresion BAIRSTOW(x* - 4x® +7x* - 5x- 2,x,3,- 4,7).
a

Ejemplo 3.17 Encontrar todas las raices de la ecuacion

p(x) =x" - 28x° +322x° - 1960x* +6769x° - 13132x° +13068x - 5040 =0

usando el método de Bairstow.
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Solucién: Si aplicamos el método de Bairstow con Deflacion para hallar todas las raices de la
ecuacion polinémica dada, se obtienen los resultados que aparecen a continuacion, usando como

tolerancia Tol=10"1:

Para los valores iniciales u, =2 y v, =3, se obtiene en la octava iteracion u=4.0000000000,
v =-3.0000000000 y los valores de r y s correspondientes son
r=-18927082" 10" y s =-3.6550318 " 10 . Las dos raices del factor cuadratico aproximado
obtenido son 3.00000000000, 1.0000000000 y el polinomio reducido q5(x), de grado cinco, es

05 (X) = x° - 24x* +223x° - 996x* +2116x - 1680 .

Si aplicamos Deflacién, es decir, aplicamos el método de Bairstow al polinomio reducido q5(x), se
obtiene para los valores iniciales u,=3 y v, =5, en la décima iteracion los valores de
u =8.00000000000, Vv =-12.0000000000, r=14388490 10 % y 5=91660013" 10" . Las
raices del factor cuadratico aproximado correspondiente son 60000000000 y 200000000000, y el
polinomio reducido, de grado tres, es qg(x) =x3- 16x% +83x- 140 .

Al aplicar nuevamente Deflacion, para los valores iniciales uy, =8 y vq =30, se obtiene en la
séptima iteracion  u=9.0000000000, v =-20.0000000000, r=86330942" 10°%® vy

$=8.3950624" 10"* . Las raices del factor cuadratico correspondiente son 5.00000000000 y
4.0000000000, y el polinomio reducido de grado uno es ql(x):x- 7, que nos lleva a obtener

como Ultima raiz aproximada de la ecuacion polindmica original el valor 7.0 .

Las raices exactas de la ecuacion polinémica dada, son 1, 2, 3,4,5,6y 7.

TALLER 3.

1. Use el método de eliminacion Gaussiana simple (sin pivoteo) con sustitucion regresiva y
aritmética exacta para resolver, si es posible, los sistemas lineales AX=Db siguientes, y
encuentre matrices P de permutacion, L triangular inferior con sus elementos diagonales iguales
aly U escalonada (triangular superior) tales que PA=LU.

i

i Xi- =Xzt X3 =4
N _ + - |
'Il' X - Xp +3X = 2 [2X - Xp- Xg+X4=5

a) {3%.- 3%, +X3 =-1 b) i N _

1 _ I
1 X+ X5 =3 i

I

2. Use el algoritmo 3.2 y aritmética de precision sencilla en un computador para resolver, si es
posible, los siguientes sistemas de ecuaciones
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I X +1x +£x +£X :l

le +1x +1x = : P2t e
4™ 2763 i1, 1 1 1.1

i =Xyt =Xyt =Xy t =X, ==

a) le +£x +1X =8 b) :’2 3 4 ° !
1377727 g™ il 1 1. _1

I P=Xg =Xy =Xzt =X, ==

I '3 4 8
l—X, +—Xy +—Xq7 +—X, =—

4™ 572 6° 77 9

. Resuelva los siguientes sistemas AX=Db por Eliminacién Gaussiana sin pivoteo. Chequee si A
tiene factorizacion LU con L triangular inferior con sus elementos diagonales igualesa 1y U
escalonada (triangular superior).

a 3 2 1 &lo
&l 1 -1 &o c g ¢ 2
¢ s _Ct 3 43 2. _ols
aQ A=g1 2 -2., =20- b) A= =, b=g o
é—z 1 15 1 g 34 ¢t
el 2 3 4g e-

. Dados los cuatro sistemas de ecuaciones lineales Ax=b'Y, Ax=b?, Ax=p® y Ax=b",
donde

a2 -3 1o 20 a&0 2006 21
A=%1 1 -1, o¥=%17, b =%, b®=%17, bW =50
é—l 1 -3g éOE 54 -3y éofa

a) Resuelva los sistemas lineales aplicando eliminacion Gaussiana a la matriz aumentada

(AE blY b2 pl°) b(4)) , ¥ luego haciendo sustitucion regresiva.

b) Resuelva los sistemas lineales usando eliminacion Gaussiana para obtener matrices P, Ly U
tales que PA =LU, Y luego siguiendo los pasos siguientes:

Pasol: Calcular Pb(i), i=1,2,34.
Paso 2: Resolver, para c(i) , Lc(i) :Pb(i), i=1,2,3,4, por sustitucion progresiva.
Paso 3: Resolver, para x () , Ux(i) :c(i), i=1,2,3,4, por sustitucion regresiva.

¢) Resuelva los sistemas lineales aplicando el método de Gauss-Jordan a la matriz aumentada
de a).

d) Resuelva los sistemas lineales encontrando la inversa de la matriz A y calculando los
productos A'lb('), i=1,2,34.

e) Cual método de los anteriores parece ser mas facil? Cual método de los anteriores requiere
mas operaciones?
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5. Encontrar | X[, y ||X], para cada uno de los siguientes vectores:

LT
a) X = ?"4’0’%% b) X =(2,1,- 3,4)T

C) X= (senk, cosk,z“)T , para un entero positivo fijo k.

6. a) Verificar que la funcion I , definidaen R" por
n
IxI,=&lx]
i=1

es una norma vectorial.

b) Encontrar | X ||, para cada uno de los vectores dados en el ejercicio 5.

7. Demuestre que para todo X1 R",
I X1, elx1, £[x],

y que las igualdades pueden ocurrir, alin para vectores no nulos.

8. Demuestre que para todo X1 R",

I¥Huenl Xy IX]I, £¥n] X,

9. a)Encuentre |A|,, |A],y ||A], para cada una de las siguientes matrices

) & 0 06
A:Ei 29 : A=S1 0 12
o é-l -1 25

b) Calcule el radio espectral r(A) para cada una de las matrices dadas en a).

10. Demuestre que si A es simétrica, entonces |A|, =r(A).

11. Calcule Condy(A) y Cond (A) para cada una de las matrices dadas en el ejercicio 9.a).

12. Sea A1 R, ,. Demuestre que Cond(A)=Cond (a A) para cualquier escalar al R, a* 0.



Capitulo 3. SOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES 81

13. a) Considere el sistema lineal AX =b dado por

14.

10e40_a2 06

81 10168%,0 2010

y calcule su solucién exacta X .

b) Considere ahora el sistema perturbado (A+ dA)X =b dado por

Ad 1 60 220
& 101108,5 &2010

y calcule su solucién exacta X .

X- X
¢) Calcule —” " ” ” " ¥ y comparela con la cota de error obtenida a partir del teorema 3.4. Es la
¥

matriz A mal condicionada?

Considere el sistema

1.780x, + 563x, = 217
1913x, + 659x, = 254

Calcule el vector error residual R=AX- b, para las dos soluciones aproximadas
X, =(:341- .087)T y X, =(.999.- 1_001)T y concluya, a partir Ginicamente del tamafio de estos
errores residuales, cual es la mejor aproximacion de la solucién del sistema. Verifique que la
solucién exacta del sistema es X =(1,-1)".

15. El sistema

X +y=0
1x+ 999999y =1

tiene solucion exacta x =10°, y=-10°. Encuentre la solucion exacta del sistema

X +y=0
1x +1000001y =1

Comente ampliamente los resultados.

16. Considere las matrices
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A= a -1 06 _ &l -1.06
& -1000015’ €1 100001p
Muestre que Cond*(A) »1 y Cond (B) »4710° . Muestre, sin embargo, que

Cond ,(A)=Cond ,(B). Concluya que Cond.() no es un buen nimero de condicion para

matrices no simétricas. Es A mal condicionada o bien condicionada?

17. La matriz de Hilbert Hin) :(hij) definida por h;; :%

T 1£i,jEn es un importante

n'n

ejemplo en el algebra lineal numérica.

a) Encuentre la matriz H(4), demuestre que
@16 -120 240 -1400%
H(4)]- 1 _ g 120 1200 -2700 1680 :
€240 -2700 6480 - 4200j

g- 140 1680 -4200 2800 g

y calcule Condy (H(A)) .

b) Resuelva el sistema lineal
&6 &0
HAgXes 20«
GxsT GO
eX4éI &l

usando aritmética con redondeo a tres digitos y compare el error real en la aproximacion
. 4 ..
calculada con la cota de error dada en el teorema 3.3. Es la matriz H( ) mal condicionada?

18. Considere el sistema lineal

1

2X, +£x2 +1x3
3 3

6X; +2X, +2X53=-2

—_) i ——r — —

y verifique que su solucién es x; =2.6, x, =-3.8, X3 =-5.0.

a) Usando aritmética de punto flotante decimal con redondeo a cuatro digitos, resuelva el
sistema anterior por el método de eliminacion Gaussiana sin pivoteo.

b) Repita la parte a), usando pivoteo parcial y pivoteo escalado de fila.

¢) Cual de las tres soluciones calculadas en a) y b) es la mejor? Explique.
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19. a) Muestre todos los pasos intermedios, ésto es, los multiplicadores, los factores de escala S, ,

y el vector de intercambios p, al aplicar el pivoteo escalado de fila sobre la matriz siguiente:

A -2 35
A=%3 .5 -L.
éz -4 2%

b) Use la informacion de la parte a) para encontrar matrices P, L y U, correspondientes al
método de pivoteo escalado de fila, tales que PA =LU.

¢) Use la factorizacion PA =LU, para calcular detA.

20. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, usando aritmética de
computador en precisién simple y eliminacion Gaussiana con: i) sin pivoteo, ii) pivoteo parcial,
iii) pivoteo escalado de fila.

2641x,+1735x, +.8642X, =- 7521
8641x, - 4243x,+.0711x; = 2501

i
!
a)i-
1 .9411x,+.0175x,+.1463x, = 6310

! X +1x +£x = 2
: tio72 378
b) }1X1+1X2+_X3 =-1
i2
-Il-%xl+ Xo+—=X3 = 0
I
i 1
i XatoXp t=Xg =Xy +§X5 =
:
.I.Ex1 =Xy t=Xg + =X, +=X5 =1
I
C) %%xl+—x2 +=Xg +£x4 +ix5 =1
i
le +1x +1x +ix +1x =1
L4 572 6% 774 8°°
Tlx +1x +1x +ix +1x =1
T4 1 5 2 6 3 7 4 9 5
En cada caso estime el nimero de condicién, relativo a la norma || . || y , de la matriz de

coeficientes y concluya sobre el bien o mal condicionamiento de esta matriz, y si es posible,
sobre la bondad de la solucién calculada.

21. Determine cudles de las siguientes matrices son
i) simétricas,
ii) singulares,
iii) estrictamente dominantes diagonalmente (E.D.D.) por filas,
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iv) definidas positivas.

) @2 1 05 &2 -1 05
a)? 10 ?2 15 )0 3 2 d) 61 4 2.
1 30 1 -30 1 2 45 éo 2 25
22. Defina la matriz tridiagonal de orden n
®2 -1 0 06
&1 2 -1 0 i
A, =C0 -1 2 -1 +
G. T
' N
&0 -1 25

a) Encuentre una férmula general para A, =LU, con L triangular inferior con sus elementos
diagonales iguales a uno y U triangular superior.
b) Use la factorizacion obtenida en a) para resolver el sistema A,X=b, donde

b, =(1,1,...,1)T, paran=3, 4, 5, 6.

¢) Con base en la respuesta obtenida en a), muestre que la matriz A, es invertible.

23. Pruebe que si A=LL" con LT R, no singular, entonces A es simétrica y definida positiva.

24. Usando el método de Choleski, encuentre la factorizacion A =LLT para las siguientes matrices:

525 30  45¢ =15 -18 15 -36
2 2 &18 24 -18 4l
%30 50 -100. b) A= N
é I ¢15 -18 18 -3°
45 -100 340% c +
€&-3 4 -3 1g

a) A

25. Considere la matriz A:z jg Verifique que la matriz A no es estrictamente dominante

o
diagonalmente (por filas), pero que los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel, para
resolver cualquier sistema AX =b, convergen.

26. Demuestre que para la matriz

el 0 16
A=%11 o
él 2 -35

las iteraciones de Jacobi convergen y las de Gauss-Seidel divergen.
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27. Considere el sistema
12x +y +z=4
% X+2y +z=4
% X +y+2z=4

a) Muestre que la matriz de coeficientes del sistema no es estrictamente dominante
diagonalmente (por filas).

b) Partiendo de x(©) =(-8,-8,.8)T, muestre que las iteraciones de Jacobi oscilan entre los

valores (121212)" y (8,8,.8)".

c) Muestre que las iteraciones de Gauss-Seidel convergen a la solucién X:(l,l,l)T,
“I| <102

calculando iteraciones hasta que “ x®) - xl
¥

28. Para cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones, explique si los métodos iterativos de
Jacobi y Gauss-Seidel convergen o no. En los casos donde haya convergencia calcule las

iteraciones hasta que “ xM o xted <1073
¥
12X +X% =1 12X, +X;- 3X3=-1 =X, +2X, +3%x3= 0
! : !
a) : Xq + 6X, = b) [ -Xg+3X; +2x3 = 12 C) :'4X1 - Xy tX3= 6
1 2%, + X5 =1 13% +x-3x3= 0 12x,+3% - x3=-2
I Xy +2x +x,= 0
12X + X, - X3 1 i ! 2 4
d i . +x _.1q 13X, - Xy +4X;3 = 2
).I_ 17X = e) : X, - Xz +3X,=-1

X
=
'
X
N
+
N
X
¥
|
N

f2x, +x - xg =

29. Para cada uno de los sistemas del ejercicio 28, si la matriz de coeficientes no es estrictamente
dominante diagonalmente (por filas), reordénelo de modo que el nuevo sistema equivalente
tenga matriz de coeficientes lo mas cercana posible a ser estrictamente dominante
diagonalmente (por filas) y estudie la convergencia o divergencia de los métodos iterativos de
Jacobi y Gauss-Seidel para estos sistemas reordenados. En los casos donde haya

3] <103,

. . . k
convergencia calcule las iteraciones hasta que “ xK - x
¥

30. Para cada uno de los sistemas reordenados del ejercicio 30, use el método SORcon w =12,
w= 8.
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31. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones no-lineales usando el método de Punto Fijo y
el método de Newton-Raphson. En los casos donde haya convergencia del método, calcule

las iteraciones hasta que “ x4 xlkd

<10"® . En cada caso haga una grafica que ilustre
¥

cuantas soluciones reales tiene el sistema.

+y2=4 ix®-y2=4 j4x? - y*=0
i, b) | ¢)

i 1
1x> -y=0 fe X +xy=1 14xy2-x:1

32. Use el método de Newton-Raphson para aproximar un punto critico de la funcion

f(x,y) =x* +xy + (1+y)2

33. Considere el polinomio
p(x)=3x° - 7x* - 5x> +x*- 8x+2
a) Haga una gréafica que ilustre cuantas raices reales tiene la ecuacion p(x) =0 .

b) Aplique el algoritmo 3.7 (método de Bairstow) con punto inicial (ug,vo)=(3,1) y

— -3 . .z
Tol=10"". Una vez que haya encontrado un factor cuadratico x? - ux- v, use Deflacién
para encontrar todas las raices de la ecuacion p(x) =0.



